Corrigé du devoir surveillé n°5

Exercice 1.

1. Les divisions successives sont :

39=2x16+7
16=2x7+2
7T=3x2+1

donc 39 et 16 sont premiers entre eux.

2. On en déduit que

1=7T-3x2
—7-3x(16-2x7)
=7x7—-3x16
=7%x(39—-2x16)—3 x 16
=7x39—-17x 16

Ainsi u = 7 et v = 16 sont deux entiers tels que 39u — 16v = 1.

3. Soit (x;y) € Z* une solution de I’équation diophantienne (E) : 39z — 16y = 1. Alors,
39z — 16y = 39 x 7— 16 x 17 donc 39(x — 7) = 16(y — 17). Ainsi, 16 divise 39(z — 7) donc,
comme 16 et 39 sont premiers entre eux, 16 divise x — 7. Il existe donc un entier k tel que
x — 7 =16k i.e. x = 7+ 16k. En substituant © — 7 = 16k dans 39(z — 7) = 16(y — 17), il
vient 39 x 16k = 16(y — 17) donc y — 17 = 39k i.e. y = 17 + 39k. Ainsi, si (z;y) est une
solution de (E) alors il existe un entier k tel que x = 7 + 16k et y = 17 + 39%.

Réciproquement, si k € Z alors
39(7 + 16k) — 16(17+39k) =39 x 7— 16 x 174+ 39 x 16k — 16 x 39k =1

donc (7 + 16k ; 17 + 39k) est solution de (E).
On conclut que I'ensemble des solutions de (E) est {(7 + 16k ;17 + 39k) | k € Z}.

6 [39]
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tels que n = 6+39p = 7+ 16¢ donc 39p — 16¢q = 1. Ainsi, d’apres la question précédente, il
existe k € Z tel que p = 7+ 16k donc n = 6+ 39(7 + 16k) = 279 + 624k. Réciproquement,
comme 16 et 39 divisent 624, si k € Z alors 279 4 624k = 279 [624] = 279 [16] = 7 [16] et
279 + 624k = 279 [624] = 279 [39] = 6 [39] donc 279 + 624k est solution de (S)

On conclut que I'ensemble des entiers solutions de (S) est {279 + 624k | k € Z}.

n
4. Soit n un entier solution du systeme (S) . Alors, il existe des entiers p et ¢
n



Exercice 2.

1.

2.

On remarque que b, — 2a, =2n*>+2n+1—-2n(n*>+1)=2n+2n+1-2n*-2n=1
donc, d’apres le théoreme de Bézout, a,, et b, sont premiers entre eux.

On a PGCD(a,,c,) = PGCD(n(n? + 1),n x n*) = nPGCD(n? + 1,n%). Or, n? et
n? + 1 sont deux entiers consécutifs donc ils sont premiers entre eux. On conclut que
PGCD(ay, ¢,) = n.

Exercice 3.

1.

On trouve uq, = 34, uy = 164, us = 814 et uy = 4064 et on en déduit que dy = dy = dy =
ds = 2.

2. On peut conjecturer que la suite (d,,) est constante égale a 2.

3. Soit n € N. Par définition, d,, divise u,, et u,; donc d,, divise 5u,, — u,. 1 = 6. Comme

d,, > 0, on en déduit que d, € {1;2;3;6}.

a. Par définition, u, 2 = bu,11 — 6 et on a vu dans la question précédente que 6 =
Bty — Upy1 dONe Upyg = Dty 1 — (BUy — Upy1) = OUpiy — DUy,

b. Par définition, d,, divise u,, et u,,; donc d,, divise 6u,+; — du, i.e. d, divise u,o.
Ainsi, d,, divise 11 et u, o donc d,, divise d,, .

c. Par définition, d,,, divise u,1 et u,, o donc d, 1 divise 6u,11 — Uy 12 = du,. De plus,
comme d, 1 divise Uy, dyyq1 divise Suy,y 1. Ainsi, d,q divise PGCD(5u,, buny1) =
5d,. Or, d’apres le résultat de la question 3., d,; vaut 1, 2, 3 ou 6 donc d,,;1 est
premier avec 5. Grace au théoreme de Gauss, on conclut que d,,.; divise d,,.

. On a montré que, pour tout n € N, d,, divise d,,.1 et d,;, divise d,, donc, comme ces

deux nombres sont positifs, d,,;1 = d,,. Ainsi, la suite (d,,) est bien une suite constante.

Exercice 4.

1.

Posons d = PGCD(a? — b, b%). Alors, d divise a® — b? et b? donc d divise a® — b* +b* = a?.
Ainsi, d divise a?® et b* donc d divise PGCD(a?,b*) = 1 donc d = 1. On a donc montré
que b? et a®> — b? sont premiers entre eux.

) n+2 : I .
. Soit n € N*. Supposons que soit rationnel. Alors, il existe deux entiers naturels a
V' n

. n+2 a n+2 a® .. |
et b premiers entre eux tels que {/ —— = — et donc —. Ainsi, (n + 2)b* = na?
n

b n B
donc 20? = n(a® — 1?) et, des lors, a® — b? divise 20*. Or, comme a et b sont premiers
entre eux, d’aprés la question précédente, a®> — b? et b% sont également premiers entre eux

2
o R . a® n+2
et ainsi, par le théoreme de Gauss, a* — b* divise 2. Or, comme — = 5

> 1, a® > 1?

donc a? — b?> > 0. On en déduit donc que a® — b* =1 ou a® — b? = 2.
Si a*> —b* = 1 alors (a — b)(a +b) = 1 donc, comme a — b et a + b sont positifs,
a—b=a+b=11ie b=0 ce qui est absurde.



Si a? — b* = 2 alors, (a — b)(a+b) = 2 donc, comme 0 < a—b<a+b a—b=1cet
a+b=2.Des lors, 2a =a — b+ a+ b= 3 ce qui est absurde car 3 est impair.

R " In+2 L
Dans tous les cas, on aboutit a une absurdité donc est irrationnel.
n

. T t
Exercice 5. Ecrivons x et y sous forme de fractions irréductibles : x = — et y = —. Alors,
S U

r t  ru-+st
S, u SU . . . e
comme s divise su, s divise ru + st et donc s divise ru + st — st = ru. Or, par définition, r et s

sont premiers entre eux donc, par le théoréme de Gauss, s divise u. De maniere identique, on
montre que u divise s donc, comme s et u sont premiers entre eux, s = u.

. Comme x + y est un entier, on en déduit que su divise ru + st. Ainsi,

r Tt
Dés lors, ¥ = — et y = — donc zy = — . Mais, par hypothese, xy est un entier donc s? divise
S S

s
rt et donc s divise rt. Or, s est premier avec r donc, par le théoreme de Gauss, s divise t. Dés
lors, s divise PGCD(s,t) = PGCD(u,t) = 1 donc, comme s > 0, s = 1. On conclut donc que
xr =r et y =1 sont des entiers.



