Corrigé du devoir surveillé n°3

Exercice 1.
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Exercice 2.

1. Pour tout complexe z,

(E)(:)(2+i)z:i—3z(:)(5+i)z:i(:)z:5+i &y = ST TR

1 1
Ainsi, 'ensemble des solutions de (F) est {26 + % i }

2. Pour tout complexe z,

(F)ez—-2i=00uiz+2—-i=0&z2=2iouiz=-2+i
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B Sz=2iouz=1+2i.
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Ainsi, 'ensemble des solutions de (F') est {21 ;14 2i}.
3. Si z est nombre complexe, on 1’écrit sous forme algébrique z = x + iy. Alors, pour tout
complexe z,

() r+iy—2x—iy) =3—2ie —x+3iy=23—2i

= = Sz=-3— 1.

3y = —2 y=—3 3

Ainsi, I'ensemble des solutions de (G) est {—3 — =i }



4. On procéde comme pour (G) :
(H) < (z+iy)? =2z —iy) +1 =0« 2>+ 2izy —y* — 22+ 2iy+1=0
e -y -2+ 1+i2zy+2y) =0
{372—3/2—213—0—120

2y(x +1) =0
2 —224+1=0 4—y? =
= ou

Sz=1louz=—-14+2iouz=-1-2i

Ainsi, 'ensemble des solutions de (H) est {1;—1+2i;—1—2i}.

Exercice 3.
1. On a

Z=(a+ib)*+ (a —ib)(a+ib+2) = a®> + 2iab — b* + a® +iab + 2a —iba + b* — 2ib
= 2a* + 2a +i(2ab — 2b)

donc Re(Z) = 2a® + 2a et Im(Z) = 2ab — 20.
2. a. Siz€iRalorsa=0donc Re(Z) =2x0?+2x0=0et donc Z € iR.
b. La réciproque est fausse. En effet, si 2 = —1 alors a = —1 donc Re(Z) = 2(—1)? +
2(—1) = 0 et ainsi Z est imaginaire pur mais z ne 'est pas.
3. Ona
ZeReIm(Z)=02(a—1)=0<b=0o0ua=1
donc I'ensemble des z tels que Z est réel est RU{1+1ib|b e R}.

4. On a
Re(Z) = -1 2d* +2a=—12a*> +2a+1=0.

Or, le discriminant du trinéme 2X? +2X +1est A =22 —4x2x 1= —4 < 0 donc ce
trindme n’a pas de racine réelle. Ainsi, il n’existe pas de complexe z tel que Re(Z) = —1.

5. Pour z = —3, a = —3 donc Re(Z) = 2(—3)? + 2(—3) = —3 < 0 donc il existe un

complexe z tel que Re(Z) < 0.

Exercice 4.

L Onaj?=(-4+i9)2 = +2(-3Fi+ - (P =1-Fi-3=-}-¥i=] donc
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2. Notons, pour tout n € N, S, =14+ j + 2+ -+ + 5™
Commencons par remarquer que Sp =1, S; =14+ j=—j% =
et Sy =1+j+52=0.

De plus, si ¢ est un entier naturel non nul alors

+1

ofS

(car 1+ 7+ 752 =0)

N[

Ssq1=1+j+72+7+j +7° 4+ 47272+ 4 5%
=147+ + A+ +5%) + -+ A+ + %) =0

puisque chaque facteur 1+ j + j2 est nul.
Soit un entier n > 3. Notons r le reste dans la division euclidienne de n par 3. Alors, il
existe ¢ € N* tel que n = 3¢ + r donc
e si r = 0 alors, d’aprés ce qui précede, S, = S3,—1 + 7% = (j%)4. Or, comme j? = j,
PEix ==+ (PP =i+ =1done S, =11 =1
e sir =1 alors Sn = qu+1 = qu,prg = qu,1 +j3q +j3q+1 = j3q(1 —|—j) = (j3)q(_j2
Lyivs,

~—

e sir=2alors S, = 53q+2 = SS(q+1)*1 = 0.

On conclut donc que SnzlsinEO[B],Sn:%—l-i@ sin=1[3]etS,=0sin=2]3].



