Corrigé du devoir a la maison n°4

Partie A — Exemples et contre-exemples de matrices diagonalisables
1. On peut écrire O,, = 1,0, I ! et O, est diagonale donc O,, est diagonalisable. De méme,
I, = I,I,I ! est I, est diagonale donc I, est diagonalisable.

2. De maniere générale, si M est une matrice diagonale d’ordre n alors M = [,, M I,,—1 donc
M est diagonalisable.

3. On considere La matrice N = <8 (1)

). Soit P = (Z Z) une matrice inversible d’ordre 2.

T ad-be \ ¢ @

a. Par propriété, Pt = 1 (d _b>.

b. On en déduit que

c. Raisonnons par I'absurde en supposant que N est diagonalisable. Alors, il existe

. . b . .
une matrice inversible P = CCL d et une matrice diagonale D telle que N =
PDP~! 1l s’ensuit que D = P~ NP donc,d’aprés la question précédente, la matrice

1 de d?

e |2 o) oSt diagonale. Ceci impose que —c? = d? = 0 donc ¢ = d = 0. Mais

alors det(P) = ad — be = 0 ce qui est absurde puisque P est inversible.
Ainsi, on conclut que N n’est pas diagonalisable.

Partie B — Théoreme spectral pour les matrices d’ordre 2

1. Si b =0 alors M est diagonale donc, par le résultat de la question A.2., M est diagonali-
sable.

2. a. Par définition, d = ac — b
b. Le discriminant de X? —tX + d est
A= (—t)—4xAxd=(—a—c)?—4(ac —b*) = a* + 2ac + ¢* — 4ac + 4b*
=a® —2ac+ ¢ +4b* = (a — c)* + 4b*
Or, comme b # 0, b*> > 0 donc A > 0. Ainsi, le polynéme X2 — tX + d posséde deux
racines réelles distinctes A; et .
c. Ona

X Rty

:<a2+b2 ab+bc>_<(a+c)a (a+c)b>+<ac—b2 0 >

ba+cb b+ c? (a+c)b (a+c)c 0 ac — b

_ (a*+b* — (a® + ca) + ac — b ab + bc — (ab + cb)
N ba + cb — (ab + cb) b2 + % — (ac+ c?) + ac — V?



donc M? —tM + dly = O,.
Comme \; et Ay sont les deux racines réelles de X2 — tX + d, on peut factoriser ce
polynome sous la forme (X — A1)(X — Ag). Or,

(X - )\1>(X - )\2) == X2 - )\gX - )\1X -+ )\1)\2 == X2 - ()\1 -+ )\Q)X —+ )\1)\2
donc, en identifiant les coefficients, on aboutit & t = A; + Ay et d = A\ \o. Ainsi,

(M — ML) (M — Xoly) = M? — X\gM — MM + Mo 1o
= M?*— (A1 + X)) M + M Aol
= M?* —tM +dI,

donc (M — )\1[2)(M — )\2]2) = 02.

d. Supposons que M — A\l est inversible et notons B son inverse. Alors, comme
(M—)\llg)(M—)\QIQ) = 02, B(M—)q]g)(M—)\QIQ) = BOQ = 02 donc IQ(M—)\QIQ) =
Oy donc M — A\oly = Oy. Ainsi, M = Ayl5 donc M est diagonale et, en particulier,
b =0, ce qui est exclu.

De méme, supposons que M — Ayl est inversible et notons C' son inverse. Alors,
comime (M - )\1]2)(M - )\2]2) = 02, (M - )\1[2)(M - >\2]2)C = OQC = 02 donc
(M - /\2]2)]2 = 02 donc M — /\1]2 = 02. AiIlSi, M = /\1]2 et on aboutit a la méme
conclusion.

Ainsi, M — A\ I, et M — A\y15 ne sont pas inversibles.

e. Comme M — A\{I; n’est pas inversible, par le théoréme 55 du cours, 1’équation
(M — A1) X = O ne possede pas une unique solution. Or, X = O, est solution

, . . . . U1 N
de cette équation donc il existe une autre solution X; = B} # Oy;. Des lors,
1

(M — A1) Xq = Oy done M Xy — A\ Xy = Oy et ainsi M X = A\ X;.
On montre de méme 1'existence de Xs.

3. a. Comme P n’est par inversible, det P = 0 c¢’est-a-dire ujv9 — v1us = 0.
Si vy = 0 alors ujvy = 0 et, comme X; # Oq1, u; # 0 donc v, = 0. Il s’ensuit que
/UQ:%XUQ etv2:0:7ﬁvl donCng%le.
Si vy # 0 alors, comme viuy = Ujvy, Uy = %ul et donc, de la méme fagon, Xy = %Xl.
Dans tous les cas, il existe un réel k tel que Xy = kX;.

b. Comme Xy, = kX;, MXy, = M(kX;) = k(MX;) donc, par définition de X; et
Xo, Mo Xy = k(M X1) = A(kXy) = M Xo. Ainsi, Agus = Aug et Agvg = Ajvg. Or,
Xy # Oy donc I'un (au moins) des deux nombres uy ou vy est non nul. Supposons
par exemple de que ugy # 0. Alors, en divisant 1'égalité A\ous = Ajus par usg, on aboutit
a Ay = \i.

c. Ceci est absurde car les deux racines de X2 — tX + d sont distinctes donc on conclut
que P est inversible.

4. On a
PDP_1 _ U1 Uo )\1 O ; (%) —U2
V1 U2 0 )\2 U1V — VU2 \ U1 Uy

. 1 Up U2 /\1?]2 —/\1U2
U1V — ViU \V1 V2 —Xov1 Ay

. 1 /\1u11}2 — /\QUQUl —/\1U1U2 + /\2u2u1
ULV — ViUg \ AM1V1U2 — AUV — A 01U + Aoty



Or, par définition, MX; = M X; et MXy = A\ X, donc <au1—|—bv1> _ ()\lu1> ot

bu1 + cvq )\17)1
aus +bvg\ [ Aaus , .
(bug n cw) = ()\ng)' Il s’ensuit que

PP 1 ((aul + buy)vg — (aug + buy)vy  —(auy + bvy)us + (aus + bvg)u1>

u1v9 — vyt \ (bur + cvr)vy — (bug + cva)vy  —(buy + cvr)ug + (bug + cvg)uy

. 1 a(u1v2 — UQUl) b(—U1U2 + ’Ugul)
U vy — 1y \D(U1vs — ugvy)  c(—viug + Vo)

()

donc PDP~! = M et donc, comme D est diagonale, M est diagonalisable.
On a donc montrer que toute matrice symétrique (réelle) d’ordre 2 est diagonalisable.

Partie C — Exemple d’application
1. Soit n € N. Alors,

fant1\ _ (Tan+4b,\ (T 4\ [a,\ _
X”+1_<bn+1>_<4an+bn>_<4 1) \p, ) =A%

7 4
en posant A = <4 1).

2. Considérons, pour tout n € N, la proposition H, : « X,, = A" X ».
Comme A°X, = I,X, = X, la proposition Hy est vraie.
Soit k € N. Supposons que Hj, est vraie. Alors,

Xk-i-l = AXk = A(AkX0> = (AAk>XO — Ak-l—lXO

donc Hyq est vraie.
On a donc démontré par récurrence que, pour tout n € N, X,, = A" X,.

3. Comme A est symétrique (réelle), les résultats de la Partie B assurent que A = PDP~!
avec

(M0
e D=14¢

t=74+1=8etd=7x1-4x4=-9;

ol A\; et Ay sont les deux racines de réelles de X? — tX + d avec

V1 V2

ment de AX =\ X et AX =\ X.
Or, le discriminant de X% — 8X — 9 est A = (—=8)2 =4 x 1 x (=9) = 100 donc \; =

mm:_let&:w:%ml}:(—l 0>‘

o P = <u1 U2 ouyY, = (51> et Yo = (152) sont des solutions non nulles respective-
1 2

2x1 2%1 0 9

Pour trouver Y7, on cherche une solution non nulle de AX = —X. Or, en posant X = (2) ,

& 2r+y=0.

AX — X o Tr+4y = —x o 8r+4y =0
dor+y=-—y 4o +2y =0



On peut donc prendre, par exemple, Y; = <_12>

Pour trouver Y3, on cherche une solution non nulle de AX = 9X. Or, en posant X = (g) ,

s x—2y=0.

AX — 0X Tr+ 4y = 9x - —2x+4y =0
dr +y =9y dr — 8y =10

On peut donc prendre, par exemple, Yy = <2>

1
o 1 2
Ainsi, P = (_2 1).

4. Considérons, pour tout n € N, la proposition Q,, : A" = PD"P~1
Comme A° = I, et PD'P~! = PLP~' = PP~! = [,, Q est vraie.
Soit k € N. Supposons que Q. est vraie. Alors,

ARt = AR A = (PD*PY(PDP™) = PD*(P'P)DP™!
= PD*,LDP™' = PD*DP~' = pD*'p~!

donc Q1 est vraie.
On a donc montré par récurrence que, pour tout n € N, A" = PD"P~1,

(=1 0
9" 0

=5 )5l )
11 2 (—1)7: 2(—1n)n+1

i) 2(211)2 J<r24x><99” 2?1)’21 +2 % 9%)
—2(=1)" +2x 9"  A(=1)"+9"

5. Comme D est diagonale, pour tout n € N, D" = ( ) Deés lors, pour tout n € N,

5

On en déduit que, pour tout n € N,

o any = LD X9 2= 29 (1) L (=) 6% 9"
n O s\ 2(=1)" 2 x 9" A=)+ 9" 1)~ 5\ 2(-1)"+3x9"
donc TR - 4
an:(_) 5+ X ot b — (—);— X

Partie D. Si on reprend la démonstration du théoreme spectral, on voit que 'argument clé est

le fait que si b # 0 alors le discriminant de X? — tX + d est strictement positif. Une condition

nécessaire pour trouver un contre-exemple dans le cas complexe est donc de déterminer a, b

et ¢ tels que (a — ¢)? + 4b* ne soit pas strictement positif. C’est par exemple le cas si a = 2,
. - . 2 i

c=0et b=1. Considérons donc la matrice M = ; . Supposons, par ’absurde, que M

0
soit diagonalisable. Alors, il existe une matrice diagonale D a coefficients complexes et une



.. ) a
matrice inversible P = (
c

D =P 'MP.
Or, comme dans la Partie A, le calcul montre que

Z) a coefficients complexes telles que M = PDP~! c’est-a-dire

piyp— (a( ib42d) +icd —ib*+id +26d>

ad —be \ ia®> —ic* —2ac  blia—2c)—icd

donc, comme cette matrice est diagonale, —ib? +id? + 2bd = 0 et ia® —ic? — 2ac.

Or, —ib*+id*+2bd = —i (V> +2ibd—d?) = —i(b+id)? etia®*—ic®*—2ac = i(a*+2iac—c?) =
i(a+ic)% Ainsi,i(b+id)>=0eti(a+ic)>=0doncb= —ideta= —ic. Il sensuit que
det P=—icxd— (id)c = —icd +ide =0 ce qui contredit le fait que P est inversible.

Ainsi, M n’est pas diagonalisable bien qu’elle soit symétrique. Le théoreme spectral n’est
donc plus vrai pour les matrices a coefficients complexes.



