Corrigé du devoir surveillé n°1

Exercice 1.

1. Voici une courbe qui convient. On a également tracé les deux asymptotes d’équations
y=—2etzx=-—1.

2. 1) Comme lim z® = 4+ooet lim z+ 1= +oo, par somme, lim f(x)= +oo.
T——+00 T—+00 T—r+00

2) Comme xl_lgloow = 400 et xEr—Poo /& = 400, par somme, xl_lgloo f(z) = +oo.

1
3) Comme lim 1=1et lim — =0, par différence, 1_1&1 flx)=1.

T—>+00 T—+00
4) Comme xgrfoo(l —1z) = —o0 et xgrfoo V& = 400, par produit, $l_1>r£100f(x) = —00.
, iy o T3+ )
3. a. Etude au voisinage de +00. — Pour tout x différent de 0 et 2, f(x) = (279;) =
l’ = —
34+ L . 1 e (rs . 1 . 2
5—=. Or, lim = = 0donc, par somme et différence, lim 3+~ =3et lim =—-1=
2 — 1 z—+o00 T z—+00 z z—+oo ¥
0 — 1 et, finalement, par quotient, = EIJP f(x) =-3.
Etude au voisinage de —oo. — De la méme fagon, comme l_i}r_n i = 0, par somme
différence et quotient, lim f (x) = —3.
Etude au voisinage de 2. — On a, d’une part, lin% 3xr 4+ 1 = 7 et, d’autre part,
T—
lin%Z —x = 0. De plus, 2 —x > 0 si et seulement si z < 2 donc lin% f(z) = 400 et
T—r T—r
<2
lim f(z) = —oo.
T>2
b. On déduit de ce qui précede que la droite d’équation y = —3 est asymptote horizontale

a la courbe de f au voisinage de 400 et de —oo et que la droite d’équation z = 2 est
asymptote verticale a la courbe de f.



Exercice 2.

1. a. Les droites (1J) et (EF) sont incluses dans le plan (EFG) donc elles sont coplanaires.
De plus, la parallele a (EF) passant par [ est (HG) et J ¢ (HG) donc (IJ) n’est pas
parallele & (EF). On conclut donc que les droites (1J) et (EF) sont sécantes.

b. Voir 'annexe.

2. a. Le point L appartient a la droite (EF) donc au plan (EFB). Ainsi, la droite (KL) est
incluse dans (EFB). C’est également le cas de la droite (AB) donc (AB) et (KL) sont
coplanaires. De plus, la parallele a (AB) passant par L est (EF) et K ¢ (EF) donc
(AB) et (KL) ne sont pas paralleéles. On conclut donc que les droites (KL) et (AB)
sont sécantes.

b. Voir 'annexe.

3. Le point I appartient au plan (IJK) mais pas au plan (ABF) sont ces deux plans ne sont
pas confondus.
Le point K appartient aux plans (IJK) et (ABF) donc ces deux plans ne sont pas
strictement paralleles.
Ainsi, (IJK) et (ABF) sont sécants selon une droite A passant par K. De plus, le point
L appartient & (IJ) donc au plan (IJK) et a la droite (EF) donc au plan (ABF). Ainsi,
K € A et donc, finalement, A = (KL).

4. Voir 'annexe 2. La section est le losange IJKMPQ (en rouge). On obtient le point
N comme point d’intersection des droites (MK) et (AE) et le point O comme point
d’intersection des droites (1J) et(EH). On trace ensuite (ON) qui permet d’obtenir les
points P et Q comme intersection de (ON) respectivement avec [AD] et [DH].

Une autre construction est possible en utilisant le parallélisme des plans définis par les
faces opposées du cube qui assure que (PM) est parallele a (1J) et que (PQ) est parallele
a (JK).

5. a. D’une part,

1=—= > 1 ” 1 > 1 >
KI =KF +FG +GI :EBF +AD +§GH :_iAB +AD —|—§AE

et, d’autre part,

7 > 7 1 4
KP =KB +BA + AP :§FB — AB +2AG

1— — 3 /— — —
::—QAE-—AB-+4<AB—+AD-+AE>

l—= 3—= 11—
=—-AB +-AD + -AE
4 + 4 + 4
b. Si les points I, P et K étaient alignés alors les vecteurs KI et KP seraient colinéaires
% . . . 7’ N . N
donc, comme KI # 0 | il existerait un réel k tel que KP = kKI c’est-a-dire, d’apres
la question précédente,

1— 3 1 ko Sy T—
~“AB 4+ 2AD + -AE = —~AB +KAD + AE.
A S g TRAD

Par unicité de I’écriture dans une base, on en déduit que % =k et i = % ce qui est
— =

contradictoire car % X % = % =+ % Ainsi, KI et KP ne sont pas colinéaires et donc

les points I, P et K ne sont pas alignés.



6. a. On a

KQ =KB +BA +AD +DQ

1 > 7 7
:—§FB —AB +AD +2DC

1—= > > >
:—§AE —AB +AD —|—§AB

11— y 11—
=-AB + AD — -AE
2 2

7’ . . Ve H H H N . \
b. On étudie 'existence de réel a et b tels que KQ = aKI + bKP , c’est-a-dire, d’apres
les questions précédentes,

1 o 1 1 — 1 1 e
SAB +AD — AB _a(—zAB +AD +2AE)+b<—4AB +2AD +4AE>

:<_“_b>ﬁ+<a+ib>ﬁ+<2+z>ﬁ.

IS

Par unicité de la décomposition dans une base, ceci équivaut a

— — — — = =
Ainsi, KQ = —5KI 4 8KP donc les vecteurs KQ , KI et KP sont coplanaires. On

conclut que les points K, I, P et Q sont coplanaires.

Exercice 3.

—4__5 _4_5_7 —4_ 5 _4_10_ 34
1. a. Par définition, u; = 4 u0+2—4 5 =5 etu=4 y—él o= I

—2 # —2 = uy — uy, la suite (u,) nest pas arithmétique. De

A (A 68 __ ug ; ) 4 A i
meme, comme ;& = ¢ T w la suite (un) n’est pas géometrique.

b. Comme u; — uy =

c. La fonction suivante convient :

def terme(n):
u=8
for i in range(n):
u=4-5/(u+2)
return(u)

2. Voir 'annexe.
3. On peut conjecturer que
a. (u,) est décroissante;
b. (u,) est bornée par 3 et 8.

4. a. La fonction f est une fonction rationnelle donc elle est dérivable sur [0 ; 400 et, pour
tout réel x,

Voo 1 R
f(x)=0 5><< (x+2)2>_(x+2)2>0

donc f est croissante sur l'intervalle [0; +o0].



. Considérons, pour tout n € N, la proposition P, : « 3 < upi1 < Uy < 8 ».
7
29
Soit k € N. Supposons que Py est vraie. Alors, 3 < u; < ugyq < 8 donc, comme f
est croissante sur [0;+ool, f(3) < f(ux) < furs1) < f(8) clest-a~dire f(3) < ug1 <
U2 < f(8). Or, f(3) =3 et f(8) = I < 8donc 3 < w1 < upya < 8 et ainsi Py
est vraie.

Comme ug = 8 et u; = %, on a bien 3 < u; < ug < 8 donc Py est vraie.

On a donc montré par récurrence que, pour tout n € N, P, est vraie.
. On a donc montré que la suite (u,) est décroissante et bornée par 3 et 8.
. Soit n € N. Alors,

Upp1 =3 A4—325-3 1-% w,+2-5 Uy —3 1
I A1 d— 41 5— 3 5(u,+2) =5 Blun+1) 5"
n+1 Un+2 un+2 Un + ) (u”_+ )

donc la suite (a,) est une suite géométrique de raison :.

n
. On en déduit que, pour tout n € N, a,, = ag (%) . Or, ag = Zg_f = gjr—i’ = g donc,
n
pour tout n € N, u,, = g X (é) = g X 5% c’est-a-dire a,, = M%.
. Pour tout n € N, a,, = Z”;‘;’ donc a,(u, + 1) = u, — 3 donc apu, — u, = —a, — 3

c’est-a-dire u,(a, — 1) = —(a, + 3). Notons que, pour tout n € N, a,, # 0 car —3 # 1
donc a, — 3 # a, + 1. Ainsi, pour tout n € N, u,, = —ant3) _ 3tan () en déduit que,

an—1 l1—an,
pour tout n € N,

B+ gt 3x9x5l41l 27 x5l
1 o Ix9xBHl—1 9xEl—1]

Un = 1
9x5n—1
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