Révisions d'analyse



Question 1. VRAI ou FAUX?
Soit (uy)nen une suite telle que :

uy = 2, u; = 7 et us = 10.
Alors, (u,,) est nécessairement croissante.

30 s



Question 2. VRAI ou FAUX?
Soit (u,) une suite telle que, pour tout n € N,

n—1

1
- = <up <1+ —

n n
Alors, (u,) converge et sa limite est égale a 1.

1 min



Question 3. VRAI ou FAUX?
Soit f une fonction dérivable sur R telle que

£1(0) = 0.

Alors f admet un extremum en 0.

30 s



Question 4. Déterminer lim zIn(x).
=0T

30 s
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Question 5. Quelle est la nature des séries >  — et
1 neN+ T

> 57

neN+ T

30s



Question 6. Donner une primitive sur R de la
2t

fonction t —— .
t24+1

1 min
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Question 7. Justifier la convergence de > — et

n>1 n'

donner la valeur de sa somme.

1 min



Question 8. Déterminer les dérivées partielles de f
sur R? avec :

f(@y) —r e

1 min



Question 9. Donner le développement limité de
x — e’ — cos(x) au voisinage de 0, a I'ordre 3.

2 min



Question 10. La fonction f : x —— S définie

x
sur R* est-elle prolongeable par continuité en 07

1 min



Question 11. VRAI OU FAUX?

On a I'équivalent suivant :

;U3—|—x ~ .
r—0

1 min



Question 12. VRAI OU FAUX?
Soit n € N. On a I'égalité suivante :

no 1\ 1
> (5) =
k=0 \2 1—%

30s



Question 13. VRAI OU FAUX?
Soit P:x+— x° — 122* + 722 + 3. Alors P admet
au moins une racine réelle.

1 min 30



Question 14. VRAI OU FAUX?
Une fonction dérivable en 1 est nécessairement
continue en 1.

30s



Question 15. Enoncer le théoreme d'intégration par
parties.

1 min



Question 16. VRAI ou FAUX?

Le théoréme des valeurs intermédiaires affirme que si
f est une fonction continue sur un intervalle I, alors
pour tous éléments a et b de [ tels que a < b, et
pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe
un unique ¢ € [a; b tel que f(c) = k.

1 min



Question 17. Soit f : x — e”. Donner une
équation de la tangente a la courbe représentative de
f au point d'abscisse 0.

1 min



: 2
Question 18. Justifier que la série z diverge.
keN*

1 min



Question 19. VRAI ou FAUX?

Si 0 < g <1 alors la série Y k(k — 1)¢" % converge
k>2

1 min



Question 20. Résoudre sur R I'équation
différentielle

y//_2y/+y:O

1 min



Question 21. Calculer /61 Vdt.

1 min
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Question 22. Démontrer que/1 t—th converge.

1 min



Question 23. Rappeler la nature et la valeur de
+oo 42
/ e 2dt.

—0oQ

30s



1
1+ 23

Question 24. Justifier que /1+OO

via un théoreme de comparaison.

dx converge,

1 min



Question 25. Soit f une fonction de R dans R.
Que signifie « f est de classe €' sur R »?

1 min



Question 26. VRAI ou FAUX?
Ona:

arctan(l) = Z

30 s



Question 27. Soit f : (z,y) — 22 + 1% + z.
Donner I'ensemble des points critiques de f.

2 min



Question 28. VRAI ou FAUX? . . .
Soit u définie sur R par u(z) = —=a? — —z — —. La

2 2 4
fonction u est une solution particuliére de

y — 2y = a°.

2 min



Question 29. Soit (u,,)nen une suite définie pour
tout n € N par :

u =1 et w11 =0,5u, + 100

Montrer que la suite (v,) définie pour tout n € N
par v, = u, — 200 est géométrique.

2 min



Question 30.

Déterminer la limite de (u,,) définie, pour tout
12026

n € N, par u, =

en

30 s



Solutions



Question 1. VRAI ou FAUX?
Soit (uy)nen une suite telle que :

uyg =2, up = 7 et up = 10.

Alors, (u,,) est nécessairement croissante.



Question 1. VRAI ou FAUX?
Soit (uy)nen une suite telle que :

uy = 2, up = 7 et us = 10.
Alors, (u,,) est nécessairement croissante.

Solution. FAUX.

On pourrait imaginer que ug soit strictement plus
petit que uy par exemple. La seule connaissance de 3
termes de la suite ne nous permet pas de conclure
sur le sens de variation de (u,). On peut juste dire
que (u,) ne peut pas étre décroissante.



Question 2. VRAI ou FAUX?
Soit (u,) une suite telle que, pour tout n € N,

n—1

1
- = <up <1+ —

n n

Alors, (u,,) converge et sa limite est égale a 1.



Question 2. VRAI ou FAUX?
Soit (u,) une suite telle que, pour tout n € N,

n—1
2

1
l=——<wu, <1+
n n

Alors, (u,,) converge et sa limite est égale a 1.

Solution. VRAI.
En effet,
) 1
e lim (1— =1
n—-+00 n
—1 1 1
R R
n n n n——40o00

donc, d'aprés le théoréeme d'encadrement, (u,)
converge et sa limite est égale a 1.



Question 3. VRAI ou FAUX?
Soit f une fonction dérivable sur R telle que

/'(0) = 0.

Alors f admet un extremum en 0.



Question 3. VRAI ou FAUX?
Soit f une fonction dérivable sur R telle que

£1(0) = 0.

Alors f admet un extremum en 0.

Solution. FAUX.

Par exemple, f : z — 23 est dérivable et f/(0) = 0
mais, pour autant, la fonction cube est strictement
croissante sur R et n'admet donc pas d'extremum.



Question 4. Déterminer lim zIn(x).
=0T



Question 4. Déterminer lim zIn(x).
=0T

Solution. Par croissances comparées,

11;1(1)1+ zln(z) = 0.



Question 5. Quelle est la nature des séries >  — et
neN* T
1

> 7

2
neN+ T



Question 5. Quelle est la nature des séries >  — et
neN+ T
1

> 7

2
neN+ T

. : I, :
Solution. La série »  — diverge et la série > —
neN+ 1 neN+ Tt
converge.



Question 6. Donner une primitive sur R de la
2t

fonction t — .
241




Question 6. Donner une primitive sur R de la
2t

241

fonction t ——

Solution. La fonction ¢ — In(#? + 1) est une
sur R.

primitive de la fonction t —
t2+1
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Question 7. Justifier la convergence de > — et
n>1 Tn!
donner la valeur de sa somme.
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Question 7. Justifier la convergence de > — et
n>1 Tn!
donner la valeur de sa somme.

i 1 y :
Solution. ) — est une série exponentielle de la
n>0 n.

ZUk

forme > o
=0 k!
et sa somme vaut e. Cependant, la série proposée

dans la question commence au terme n = 1. Ainsi,

avec x = 1. Cette série converge donc

> — converge et sa somme est ¢ — 1.
n>1 n!



Question 8. Déterminer les dérivées partielles de f
sur R? avec :

fi(z,y) — xe™tY



Question 8. Déterminer les dérivées partielles de f
sur R? avec :

f:(x,y) — xe™*Y

Solution. Pour tout (z,y) € R?,

0
f(:c, y) = xe" Y 4" = (x4 1)e"

ox
of

7(I,y) = re”

dy

+y



Question 9. Donner le développement limité de
x —— e’ — cos(x) au voisinage de 0, a I'ordre 3.



Question 9. Donner le développement limité de
x —— e’ — cos(x) au voisinage de 0, a I'ordre 3.

Solution. On a

2 23

T <~ i 3
ef=1+z+ o+ 6 + o (%)
et
z? 3
cos(z) =1 — 5 +zgo(x )
donc

3

xr . 2 £ 3
e’ —cos(z) =o+ "+ 5 +mgo(az)



X
¢ définie

Question 10. La fonction f : x ——
x
sur R* est-elle prolongeable par continuité en 07



X
¢ définie

Question 10. La fonction f : x ——
x
sur R* est-elle prolongeable par continuité en 07

Solution. Comme e¢* —1 ~ =z, f(z) ~ 1. On en
z—0 x—0

déduit que lig(l) f(x) =1 donc f est prolongeable par

continuité en 0 en posant f(0) = 1.



Question 11. VRAI OU FAUX?

On a I'équivalent suivant :

x3—|—$ ~ .
x—0



Question 11. VRAI OU FAUX?

On a I'équivalent suivant :

x3—|—a: ~ .
x—0

Solution. VRAI.
Pour tout x # 0,

3
w:x2+l—>1
T z—0



Question 12. VRAI OU FAUX?
Soit n € N. On a I'égalité suivante :

no/1\F 1
56) -
k=0 \2 1—3




Question 12. VRAI OU FAUX?
Soit n € N. On a I'égalité suivante :

no/1\F 1
56) -
k=0 \2 1—3

Solution. FAUX.
On a pour tout n € N :
(l)nﬂ

no k1
S =
iz \2 -3



Question 13. VRAI OU FAUX?
Soit P : z — 2° — 122* + 723 + 3. Alors P admet
au moins une racine réelle.



Question 13. VRAI OU FAUX?
Soit P : z — 2° — 122* + 723 + 3. Alors P admet
au moins une racine réelle.

Solution. VRAL.
En effet, lim P(z) = 400 et im P(z) = —o0.

De plus, P est continue sur R donc, d'apres le
théoreme des valeurs intermédiaires, |I'équation
P(x) = 0 admet au moins une solution. Autrement
dit, P admet au moins une racine réelle.



Question 14. VRAI OU FAUX?
Une fonction dérivable en 1 est nécessairement
continue en 1.



Question 14. VRAI OU FAUX?
Une fonction dérivable en 1 est nécessairement
continue en 1.

Solution. VRAI.
C'est une propriété du cours. La réciproque n'est en
revanche pas vraie.



Question 15. Enoncer le théoreme d'intégration par
parties.



Question 15. Enoncer le théoreme d'intégration par
parties.

Solution. Soit u et v deux fonctions de classe %
sur un intervalle I. Alors, pour tous réels a et b
appartenant a I,



Question 16. VRAI ou FAUX ?

Le théoreme des valeurs intermédiaires affirme que si
f est une fonction continue sur un intervalle I, alors
pour tous éléments a et b de [ tels que a < b, et
pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe
un unique ¢ € [a; b] tel que f(c) = k.



Question 16. VRAI ou FAUX ?

Le théoreme des valeurs intermédiaires affirme que si
f est une fonction continue sur un intervalle I, alors
pour tous éléments a et b de [ tels que a < b, et
pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), il existe
un unique ¢ € [a; b] tel que f(c) = k.

Solution. FAUX,
Le théoreme des valeurs intermédiaires ne garantit
pas |'unicité de c. Par exemple, la fonction cosinus
vérifie les hypothéses du théoréme sur [0 ; 37| et pour
k = 0 compris entre cos(0) = 1 et cos(37) = —1, il
existe plusieurs c tels que cos(c) = 0. Par exemple,
3T
)

cos(%) et cos(%).



Question 17. Soit f : x — e”. Donner une
équation de la tangente a la courbe représentative de
f au point d'abscisse 0.



Question 17. Soit f : x — e”. Donner une
équation de la tangente a la courbe représentative de
f au point d'abscisse 0.

Solution. La tangente a la courbe représentative de
f au point d'abscisse 0 admet pour équation :

y = f'(0)(x —0) + f(0)
On trouve finalement comme équation :

y=x+1
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Question 18. Justifier que la série T diverge.
keN*
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Question 18. Justifier que la série Y — diverge.
keN*k7

Solution. Pour tout k£ > 1,

2 1
—>=->0
k- k

: 2 .
Par le théoréme de comparaison, »_ — diverge.
keN*



Question 19. VRAI ou FAUX?

Si0<qg<1, lasérie > k(k— l)qk_2 converge
>2



Question 19. VRAI ou FAUX?

Si0<qg<1, lasérie > k(k— l)qk_2 converge
>2

Solution. FAUX
Si g = 1, cette série diverge.



Question 20. Résoudre sur R I'équation
différentielle

y' =2/ +y=0



Question 20. Résoudre sur R I'équation
différentielle
y' =2/ +y=0

Solution. On commence par résoudre |'équation
caractéristique associée. On reconnait une identité

remarquable :
(x —1)>=0.

On a ainsi une racine réelle double 1. On en déduit
I'’ensemble des solutions de cette équation
différentielle :

{t — (At + B)e' | (A, B) € R?}



Question 21. Calculer /01 Vdt.



Question 21. Calculer /01 Vdt.

Solution. On peut écrire, pour tout réel t € [0; 1],
Vt = tz. Ainsi, une primitive de ¢ — v/t sur [0;1]

2
est ¢t — 3253 donc

/\/_dt [ 3]1:2.
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Question 22. Démontrer que/1 t—th converge.



. , +oo 1
Question 22. Démontrer que/1 t—th converge.

Solution. Soit A > 0.

Al 114
/dt:l—
1 2 tl
—1 L 1
T T A aoie

+oo 1
Ainsi,/1 OOtht converge.



Question 23. Rappeler la nature et la valeur de
+too 42
/ e 2dt.

—00



Question 23. Rappeler la nature et la valeur de
+too 42
/ e 2dt.

—00

. too ¢
Solution. / e~ 2dt converge et

—00

2

/+OO e zdt = V21

—00



Question 24.

. +00 1
Justifier que /1

1+ 23

dx converge.



Question 24.

: + 1
Justifier que /1 > T dex converge.
Solution. Comme
1 1

1+ 3 J;%(\—&J-oo ﬁ
+oo 1 s
et comme /1 —; converge (3 > 1), d'apres les
T
1

1+ 23

Ve AN - .+m
théoremes de comparaison, /1 dx converge.



Question 25. Soit f une fonction de R dans R.
Que signifie « f est de classe € sur R »?



Question 25. Soit f une fonction de R dans R.
Que signifie « f est de classe € sur R »?

Solution. On dit que f est de classe 6 sur R si
e f est dérivable sur R;

e [’ est continue sur R.



Question 26. VRAI ou FAUX?
On a:

arctan(l) = Z



Question 26. VRAI ou FAUX?

On a: -
arctan(l) = 1
Solution. VRAL
tan <7T> = sin(3) = g =1
4 cos(7) g

Comme 7 €] — 3, 5[, on a bien arctan(1l) = Z



Question 27. Soit f: (z,y) — 2> + 3> + .
Donner I'ensemble des points critiques de f.



Question 27. Soit f: (z,y) — 2> + 3> + .
Donner I'ensemble des points critiques de f.

Solution. Les applications partielles de f sont
dérivables sur R et, pour tous réels x et y,

aof af
e (x,y) =2x+1 et oy (x,y) Y

Ainsi, I'ensemble des points critiques est I'ensemble
des couples (z,y) vérifiant :

1
[ b e

1
L'unique point critique est donc le point <—2, O).



Question 28. VRAI ou FAUX?
1, 1 1

Soit u définie sur R par u(x) = —5T T 5T
u est une solution particuliere de ¢/ — 2y = 2.



Question 28. VRAI ou FAUX? . . .
Soit u définie sur R par u(z) = —51'2 5T
u est une solution particuliere de ¢/ — 2y = 2.

Solution. La fonction u est un polynéme donc elle
est dérivable sur R et, pour tout réel z,

u(r) =—x— =,

On en déduit que, pour tout réel z,

u'(z) — 2u(x) = —x — Lo 2 (—1x2 _ 1:}5 _ 1)

2 27 27 4

Lyl
=—r—-+x +xr+

2 2

Ainsi, u est une solution de 3/ — 2y = 22.



Question 29. Soit (u,),en une suite définie pour
tout n € N par :

u=1 et w1 =0,5u, + 100

Montrer que la suite (v,) définie pour tout n € N
par v, = u, — 200 est géométrique.



Question 29. Soit (u,),en une suite définie pour
tout n € N par :

u=1 et w1 =0,5u, + 100

Montrer que la suite (v,) définie pour tout n € N
par v, = u, — 200 est géométrique.

Solution. Soit n € N.

Un+1 = Up+1 — 200
= 0,5u,, + 100 — 200

= 0,5u,, — 100
= 0,5(u, — 200)
= 0,5v,

Ainsi, (v,,) est géométrique de raison 0,5.



Question 30.

Déterminer la limite de (u,,) définie pour tout n € N
2026
n

par u, = o



Question 30.

Déterminer la limite de (u,,) définie pour tout n € N
2026
n

par u, = o

Solution. Par croissances comparées,

2026
n
=0.

lim
n—+oo el



