TB2 octobre 2024

Feuille de calcul n°7 — Primitives et intégrales

Exercice 1. Dans chacun des cas suivants, déterminer une primitive de f sur Uintervalle /. (On
donnera la réponse sans justification.)

W) f@) =25 1=10;+00] ) fa)=cosla): T=R 0 f@)= =i T=]0i+oc]
d) f(x)=2"+22>—z+1; I=R ¢) f(z)=sin(Bx+1); I=R f) fz)=2ac"; I=R
9 f@)= s T=R B @) = e i I=R

Solution. Dans chaque cas, une primitive de f sur I est la fonction F' donnée par :

a) | F:x+—— 3ln(x)

b) | F : x — sin(x)

) |F:x——2\/x

d) |F:or— Ja* +22° — a2 + o

e) | F:ax— —3cos(3x+1)

f)’F::L‘r—>ex2

1 2 1
g) Pour tout z € R, f(x)zi X x2~t2 donc F:xr—>§ln(x2+2)
1 —2cos(z) 1 1
h) Pour tout z € R = —— d F:zr— —— —
) Pour tout € R, /() = =3 > g 4 oy dome £ 2X< 2(3—281n(x))2)

1

e | [:xr— .
e ’ 4(3 — 2sin(x))?

Exercice 2.
1. Montrer que la fonction F : z — (2% — 1)e** est une primitive sur R de la fonction
fia— ade”
2. En déduire la primitive de f sur R qui s’annule en 0
Solution.

1. La fonction F' est dérivable sur R comme composée et produit de fonctions dérivables et,
pour tout réel x,

1 1
F'(z) = 5 % 2xe” + §(x2 — 1) x 2ze® = ze” + 2% — ze®” = 2Pe” = f(x)

donc ’ F est une primitive de f sur R ‘

2. On en déduit que les primitives de f sur R sont les fonctions x — 3 (2% — 1)e” + ¢ ot

¢ € R. On cherche alors c tel que 1(0?—1)e” +¢ = 0i.e. =1 +c =0 donc ¢ = L. On conclut

que la primitive de f sur R qui s’annule en 0 est la fonction |x — %(mz — 1)e5‘32 + % )




Exercice 3. Calculer les intégrales suivantes :

I —/gcos(t)dt I —/3(x2—2a:)da: I _/1<23‘5+1)($2+x—4)dx I _/ 2 L
Y > Jo > Jo R R
? 1 3o e In(t) 1 ¢
Py S R P ST w
T (4 — 3x)? S Lot T o tt41

Solution.

soit .
3

]1 (114142 (0240 —4)2

soit .
10

soit | Iy = In(5) |

I—/2 ! d-—Kl)x< 1 ”{_1_31
° T i (4—32)2 v 3 4—3x)]y, -6 —24
soit | I5 = —4 |.
1 3
Is =/ ze” do = [6362]
2 2
9 4
soit | [ = S
2
eln(t el e
I :/ Ed :/ - xIn(t)dt = [(m(t))Z] _ = [ln(e)z . ln(l)ﬂ
1 t 1t N
soit | [7 = o1
1 t 1 r1 2t 1 - 1
8 /0 t4 + 1 = 2/0 W dt = 5 [arctan(t ):|0 = 5 [arctan(l) _ arctan(())]

7S
soit ]8:§.




Exercice 4. Calculer les intégrales suivantes en intégrant par parties.
I:i/thmﬂdt J::/itgmwdt Kﬁz/)smﬂn@»dt
1 0 1

Indication. Pour K, on pourra effectuer deux intégrations par parties successives.

Solution. .
o Calcul de = / tIn(t) dt.
1

On pose u: t — In(t) et v : t —> % de telle sorte que v’ : t — % et v : t — t. Ainsi, u et
v sont deux fonctions de classe €' sur [1;¢]. On en déduit que

t2]° el ¢t e? 1 et e [2]° €2 e 1
I=m@) x| = [ 2xZat=SI(e)—-m)— [ cat=2 |1 =S (£ -2
[n()le L g dts g le )= fradi=5 [4]1 2 <4 4)
e +1
donc | = .
onc 1

o Calcul de J = / ? ¢sin(t) dt.
0
On pose u : t — t et v : ¢t — —cos(t) de telle sorte que v’ : ¢t — 1 et v’ : t — sin(t).
Ainsi, u et v sont deux fonctions de classe € sur [0 ; g} On en déduit que

™

- /05 1 x (—cos(t))dt

— —g oS (g) — 0(—cos(0) + /og cos(t) dt

= [sin(t))q
= sin <72T> — sin(0)

[=IVE

J = [t x (—cos(t))]

donc .

e Calcul de K = /e sin(In(t)) dt.
1

Ecrivons K sous la forme K = / sin(In(t)) x 1 dt et posons u : t — sin(In(t)) et v : t —> ¢
1

de telle sorte que ' : t — § cos(In(t)) et v’ : t — 1. Ainsi, u et v sont deux fonctions de classe
€* sur [1;e™]. On en déduit que

. o7 " 1
K = [sin(ln(t)) x £ — / Jcos(n(t)) x tat

1

= sin(In(e™)) x e" —sin(In(1)) x 1 — /jﬁ cos(In(t)) dt

— sin(m) x ¢ — sin(0) x 1 — /1 " cos(In(t)) dt

- “ cos(In(t)) dt

Procédons a une seconde intégrations par parties pour calculer cette nouvelle intégrale. Posons
uy : t — cos(In(t)) et vy : ¢ — t de telle sorte que u} : ¢ — —1sin(In(t)) et v} 1t — 1.



Ainsi, u; et vy sont deux fonctions de classe € sur [1;e"]. On en déduit que

s

/1 " cos(In(t)) dt = [cos(In(t)) x ¢ — /1 ) —1sin(ln(t)) X tdt

= cos(In(e™)) x e™ — cos(In(1)) x 1 + /lew sin(In(t)) d

™

= cos(m)e™ — cos(0) + K
=—e -1+ K

T+ 1
Ainsi, K = —(—e™ — 1+ K) donc 2K = ¢e™ + 1 et on conclut que | K = il :

Exercice 5.

41—
a) Calculer I = / L=Vt
1

Vit

e (] n
b) Pour n € N, calculer I, = / (In(z))" dz en faisant le changement de variable u = In(x).
1 x

dt en faisant le changement de variable u = /2.

Solution
a) La fonction ¢ : t — v/t est de classe € sur [1;4] donc, en posant u = ¢(t), on a du = 2%/2 dt

done, comme V1 =1 et V4 =2,

I = /14(1 — \ﬁ)\iz dt = /12(1 —u)2du = {_(1 _ u)2]j (1) = (—0?)
donc .

b) La fonction In est de classe € sur [1;¢] donc, en posant u = ¢(z), on a du = < dz donc,
comme In(1) =0 et In(e) =1,

e 1 1 un—f—l 1 1n+1 On+1
[n:/ In(z))"~ d :/ "y = _ _
: (In(z)) T ; u" du [ ]0 il iz

donc | I,, =




