TB2 octobre 2024

Feuille de calcul n°6 — Limites et variations

Exercice 1. Dans chaque cas, calculer la limite de f(z) quand z tend vers a et donner, lorsque
cela est possible, une interprétation graphique de cette limite.

1) fl) =z +e”; a=+4o0 2)f(m):2x$7_1;a:—|—oo 3) f(z) =1—e™"; a=+o0
0 f#) =In(@) +a:a=0 5 f)=" ia=—s0 6 fl)= "7 a=p

) f@)=e™ ; a=—o0 8) f( ):m(i) . 4= +o0 9)f(x):1n(xj_1> . 4= +oo

10) f(z) =a"—z; a=—o0 11) f(z) =In(z)+22; a = +o0 12)f(x):xlex,a:—oo

13) f(z) =ln(e®+1); a = —oc0 14) f(z) = ejil; a =400 15) f(z) = ;—i—ln(x); a=0
16) f(z) =In(z)+z; a=0 17) f(x):i ;4= —00 18) f(x) = lnix) ;=0

19) f(z) =e®—2%; a = +oo 20) f(z) = In(z)—2*; a = +o0 21) f(x) =e®—1In(x); a = +o0

Solution.
1) xl_l)glooe = 400 donc, par somme, xll)riloof(m) = +4o00|
1 1
2) En 400, f(x) ~ 5= ~ 5 donc xEIPOO—Q.
3) Comme lim —z = —oco et lim eX= 0, par composition, lim e %= 0. Par somme,
x——+00 X——0o0 r—+00
on conclut que xgr—&poo flz) =
4) hm In(x) = —oo donc, par somme, hr% f(z) = —o0|.
z—
5) im e”= 0 donc, par quotient, gglwf(x) =
6) hn% In(x) = —oo donc, comme x tend vers 07 (sinon, f n’est pas définie), par quotient,
T—r
lim f(z) = —oo/|

7) lim 2? = 4ooet lim e®= +oo donc, par composition, | lim f(z) = +oo|
T——00

r——00 X—4o00
8) Comme 1_131 1=0ct hm ln(X) = —00, par composition, 1_1£1 f(z) = —o0.
9) En 400, 255 ~ 2 ~ 1 donc mginoo —+7 = L. De plus, In est continue en 1 donc )l(linl In(X) =

In(1) = 0. Ainsi, par composition, | lim f(x)=

r—+00

10) En —nfty, f(x) ~ 2* donc| lim f(z) = lim 2? = +oo|.

T—r—00 T—r—00

11) Comme 1131 In(x) = +o0o et lim 22 = 400, par somme, l_1>r£1 f(z) =400

12) Par croissance comparée, hm re®= 0. De plus, pour tout z < 0, ze*< 0 car e*> 0

T—r—00

donc lim xe®= 0~. Par inverse, on en déduit que | lim = —oo|.
T—r—00 T—r—00




13) Par théoréme, lim e”= 0 donc lim e®+1 = 1. De plus, hm In(X) =In(1) = 0 par

T—r—00 T—r—00

continuité de In donc, par composition, 1_1>m f(z) =
x —0o0

14) Comme mgglooe = 400, en 400, f(x) ~ % ~ 1 donc xgglwf(x) =1\

15) Pour tout réel z > 0, f(x) = % Or, par croissance comparée, lin% z?In(z) = 0
x—

donc lim 1 + z? In(x) = 1. Par quotient, comme z > 0, on en déduit que lir% f(z) = +oo|.
T—

20
16) glclir(l) In(z) = —oo donc, par somme, }UIE)I(I) f(x) = —o0|.
7) Comme xli)r_nooewz 0, par quotient, ml_1>r_noof(95) =
18) Comme glclgr(l) In(x) = —oo et comme z > 0, par quotient, }g% f(z) = —o0|.
9) Pour tout z > 0, f(z) ==« [— — 1} Or, par croissance comparée, $l_1>riloo i—; = 0 donc
Iggrnoo Z—Q — 1= —1. De plus, Erfoox = 400 dong, par produit, Erfoof( r) = —00|

20) Pour tout réel z > 0, f(x) = [h;(—f) — 1] Or, par croissance comparée, EIJP lnm(—f) = 0 donc,

par somme, 1_131 @) _ 1 — _1. De plus, hm 23 = +o00 donc, par produit, 1_131 f(z) = —o0|.

21) Pour tout réel x > 0, f(z) ==z [% — ;(E } Or, par croissance comparée, 115{1 % = 400
et 1_131 @) _ g donc, par différence, 1_131 ex @ = 4o00. Ainsi, par produit, on conclut
que ml_l)gloof(x) = 4o0|.

Exercice 2. Soit f la fonction définie sur R par f(x) = In(1 + %) —
1. Sur quel ensemble D la fonction f est-elle dérivable? Calculer f'(x) pour tout z € D et
en déduire les variations de f.
2. Etudier la limite de f en —oo.
3. Etudier la limite de f en 4o0.

Solution.

1. La fonction f est la différence de la fonction f; : x — In(1 + 2?) et de la fonction
fo 1 x — x. La fonction fs5 est linéaire donc dérivable sur R. De plus, la fonction f; est
la composée de la fonction polynéme x — 1 + 22 dérivable et strictement positive sur R
et de la fonction In dérivable sur |0 ; +oo[ donc f; est dérivable sur R. On conclut que f
est dérivable sur R et, pour tout réel x,
f(x) = 2z i 2z — 1 — 22 :_x2—2:c—|—1 :_(x—1)2.
1+ a2 1+ 22 1+ 22 1+ 22

Ainsi, f'(x) < 0 pour tout réel x donc f est décroissante sur R.

2. lim 14 2? = 400 et XIIIE In X = +oo donc, par composition, lim In(1+ 2?) = +oo.
L——00 —+00 T——00

Par différence, on en déduit que | lim f (x) = +o0|.

3. Pour tout x > 0,
1
f(z) =In [x2 (1:2 + 1)} —z =In(2?) +In <

_l’_
1 1 1
:2lnx—x+ln<2+1):x<2m—1>+ln<+1>.



1
e lim — +1=1et, par continuité de la fonction In, lim In X =1In1 = 0 et ainsi, par
T—4oo 2 X1

1
composition, lim In < + 1) = 0.
T—r+00

2
x
Inz Inz
e Par croissance comparée, lim —— =0 donc lim 2— — 1 = —1 et, par produit,
r—+oo T—+00 €x
Inz
lim x <2 — 1> = —00.
T—r—+00 x

Par somme, on conclut que | lim f(z) = —o0|.

r—r-+00

1
Exercice 3. On considere la fonction f définie sur R par f(z) = JERE
x
1. Justifier que f est dérivable sur R et calculer f’(x) pour tout z € R.
2. Déterminer une équation de la tangente 7" a la courbe Cy de f au point d’abscisse 1.

3. Etudier la position relative de T et C [

Solution.

1. La fonction f est une fonction rationnelle définie sur R donc f est dérivable sur R et,
2x

pour tout réel x, | f'(z) = —

1 1
2. Une équation de T est y = f'(1)(z — 1) + f(1). Or, f(1) = 5 et f'(1) = 5 donc

1 1 1
T:y:—i(x—l)—i—ii.e. T:y:—§x+1.

1
3. Posons, pour tout réel x, d(z) = f(x) — <—2:1: + 1). Alors, pour tout = € R,

1 1 2+ x(x?+1)—2(2*+1) 2°+x—22°
da) = -+ le 1o _
2+1 2 2(z2+1) 2(z2+1)
w2 —2241)  x(x—1)°
222 +1)  2(22+1)

Ainsi, le signe de d(z) est le signe de x donc Cy est en dessous de T sur |—00;0] et C;
est au-dessus de 7" sur [0; +o0l.

Exercice 4. On considére la fonction f définie sur R* par f(z) = e%.

1. Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition (en distinguant
éventuellement limites & droite et a gauche.)

2. Etudier les variations de f sur R*.

Solution.
1. lim —= lim — =0et lime* = 1 (par continuité de exp en 0) donc, par composition,
T—+00 r—>—00 X—0

lm/=lg/=1

1
lim — = 400 et lim eX = +oo donc, par composition, |lim f(z) = +oo|.

z—0 X—+o0 x—0

x>0 >0

1 . b% o :

lim — = —oo et _lim e* = 0 donc, par composition, | lim f(z) =0/
z—0 X——0 z—0

<0 <0




2. La fonction f est dérivable sur R* comme composée de fonctions dérivables et, pour tout
1
r e R fl(x) = ——Qe%. Comme la fonction exp est a valeurs strictement positives, on
en déduit que f’(z) < 0 pour tout z € R*.

Ainsi, | f est strictement décroissante sur chacun des deux intervalles |—o0; 0] et |0 ; +o0[]|.

e’ —e "
Exercice 5. Soit f la fonction définie pour tout réel = par f(x) = prymp—
e’ +e”
1. Etudier les limites de f en +o0 et en —oc.

2. Etudier les variations de f sur R.

Solution.

1. Pour tout réel x,

f(x) _ (ex _ e—x)ea: _ ea:+x _ e—x—i—w _ eQx _ 1
e e e e e e
<x+ —r) T x+x+ —x+x 2x+1

Or, lim 2z = —oo et lim e = 0 donc, par composition, lim e?* = 0. Il s’ensuit,
r——00 X——o00 T——00
par somme et quotient, que [lim f = —1|.
—0o0
D’autre part, lim 2z = +ooet lim eX = 400 donc, par composition, lim e** = 4o0.
T—+00 X—+o00 T—+00
Yy —1

. o L _ . . 11
Or, YLHEOO Y1 YIEEOO v YLHEOO 1 =1 donc, par composition, ligrg f

2. La fonction f est dérivable sur R par composée, somme, différence et quotient de fonctions
dérivables et, pour tout réel x,

f’(x) _ (eﬂc + e—w)Z _ (ew — e—x)Q _ Kex 4 e—:v) 4 (ea: _ e—m>][<ex + e_g;> B (ex . e_‘”)]
(e +e77)? (e® 4+ e77)2
2" X 27 4

- (ex _i_ef:v)Q - (ex _i_ef:v)Q

Ainsi, pour tout réel z, f'(x) > 0 donc la fonction ‘ f est strictement croissante sur R |




