TB2

octobre 2024

Feuille de calcul n°5 — Dérivation

Exercice 1. Dans chacun des cas suivants, calculer f’(z) pour tout z € I. On ne demande pas
de justifier la dérivabilité de f sur I.

1. f(z) = -3z +2 [ =R
2. f(x)=32" —42® +2* — 22, [ = R.
3. flx) = (1’+1)\/_ I'=10;+00].
4. f(z) = 1—} ,;[.
5. f(z) = \/2x+4,I:]—2;—|—oo[.
Solution.
1. Pour tout z € I, | f'(x) = —
2. Pour tout x € I, | f'(x) = 1223 — 122% + 22 — 2|
3. Pour tout = € I,
1 r+1 2T x4l
"(z) =1 1 —
f'(z) ><\/5+(56+)><2\/5 Va+ NN
donc f’(m):?’;j%
4. Pour tout z € ]”’(95):—_74 donc f’(x):L
' ’ (1 — 4z)? (1 — 4x)?
5. Pour tout x € I, f'(z) = _ donc | f'(z) = #
2V/2x +4 V2x +4

Exercice 2. Dans chacun des cas suivants, calculer la dérivée de f sur /. On ne demande pas
de justifier la dérivabilité. On s’efforcera de simplifier au maximum le résultat.

1.
2.

A

$3 X _
foae BB TR
g:v— 2%, I =R.

4 Lz
h:mr—)zzie,lzR.
T+ e’
k:ax—sevV® I=]0;4o00].
C:x— 20 +1)°, I =R.
1
m:x+— ———, [ =R
(e*+x)3
e2x

n:xr— ————, [ =1]2;+400].

V2 — 4’



Solution.

1
1. En écrivant, pour tout réel z, f(x) = §($3 + 3z + 1), on en déduit que, pour tout réel z,

f/(x) = ;(3%2 + 3) i.e. f’(gc) =22+ 1|

2. Pour tout réel z, ¢'(x) =2z e +a%e” ie. | f(z) = x(x+2)e”|

3. Pour tout réel z,

(42% —e®)(z' +e%) — (' —e®) (423 + e7)

h'(x) =

(x) (x4 + e*)?
drT At et—ate"—e¥—(4a7 + 2t e"—dad e —e??)
- (xél +e:c)2
B 4;67 +4x3ex_x4ex_62x_4x7 _ x4ex+4x3€x+62x
B (x4 +e7)?

2234 —x)e®

donc f/(l') = W
4. Pour tout réel z > 0, |k'(z) = Le*/5 :
’ 2\/x

5. Pour tout réel z, //(z) = 5 x 2(2x + 1)* ie. | f/(z) = 10(2x + 1)*|.

6. Pour tout réel z, |m/(z) = —3 x

e (4xr —9)

donc | f'(x) = 7

Exercice 3. Dans chacun des cas suivants, calculer f’(z) pour tout x € D. On ne demande pas
de justifier la dérivabilité de f sur D.

a) f(r) =cos(4x +2), D=R  b) f(x) =cos’(z), D =R.

Solution.
a) La fonction f est de la fonction x —— u(ax + b) avec u = cos, a =4 et b = 2 donc, pour

tout réel z, f'(x) =4 x (—sin(4zx + 2)) ie. | f'(x) = —4sin(de + 2) |
b) La fonction f est de la forme f = u? avec u = cos donc, pour tout réel z, f'(z) =
3(—sin(z)) cos?(x) donc | f/(x) = —3sin(x) cos?(x)|.

Exercice 4. Dans chaque cas, calculer f'(x) pour tout € I. (On ne demande pas de justifier
la dérivabilité de f sur I.)

a) f:xr——In(sinz) [ =]0;7] b) f:z+——In(vV1+4+22) I =R.



Solution.

a) Pour tout z € I, | f'(x) = c.osx :
sin
2z

b) Premic¢re méthode. — Pour tout = € I, f'(z) = 24422 — ‘ 5 donc| f'(z) = ’
\/1"’1’2 \/1+x2 1"’3:2
1 1 2

Seconde méthode. — Pour tout = € I, f(z) = iln(l + %) donc f'(z) = 5% donc

x
x
o) —

Exercice 5. Calculer f'(x) dans chacun des cas suivants. (On ne demande pas de justifier la
dérivabilité de f.)

a) f(x) =Bz +2)°;  b) fla)=e""; ¢ flz) = Ve +2.

Solution.
a) Pour tout réel z, f'(x) =5 x 3 x (3x + 2)* soit | f/(x) = 15(3x + 2)*|

b) Pour tout réel z, | f/(x) = —2ze' =" |,

2 2
xe®

2 T
c¢) Pour tout réel z, f'(z) = # soit | f'(x) = -

2ver? + 2 er? 4+ 92

Exercice 6. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = +/sinz + 3. Justifier soigneusement que
f et dérivable sur R et calculer f'(z) pour tout réel .

Solution. La fonction f est la composée de la fonction u : @ — sin(x) + 3 et de la fonction
racine carrée. La fonction u est dérivable sur R comme somme de deux fonctions dérivables sur
R et la fonction racine carrée est dérivable sur ]0; 4+o00[. De plus, pour tout réel z, sin(x) > —1
donc u(x) > 2 et, ainsi, u(z) € ]0;+o0[. On conclut que la fonction f est dérivable sur R par

composition et, pour tout réel x, | f'(z) = cos(x)

- 2y/sin(x) + 3 '

Exercice 7. Dans chaque cas, déterminer I'ensemble D de dérivabilité de f et calculer f'(z)
pour tout x € D.

a) froz— V2 +1; b) f:x— (VI +2)5

3 2 1 24
x>+t +x+ d>f:x'_><a:—l—>

. —
) fix 3 7+ 3

Solution.
a) Considérons u : x — 2z + 1. Alors, f = \/u donc f est dérivable sur D si et seulement
si u est dérivable et strictement positive sur D. Or, u est une fonction affine dérivable sur R

et strictement positive sur }—% ; —i—oo[. Ainsi, D = }—% ; —i—oo[ et, pour tout x > —1. f'(x) =

29
2 ) 1
1.

/ _ ]

w1 W=
b) Considérons u : x — /x + 2. Alors, f = u® donc f est dérivable sur D si et seulement si

u est dérivable sur D. Or, par somme, u est dérivable sur |0; 4o00[ donc D = ]0; +o0[. De plus,

5(va +2)!

pour tout = € ]0;+oo], f'(z) =5 X 2111 X (VT +2)tie | fl(z) = ———|

Vi NG




1 1 1
¢) Pour tout réel z, f(x) = gxg + §x2 + 37 - 3 donc f est une fonction polynome. Ainsi, f
2

1
est dérivable sur R et, pour tout z € R, | f'(x) = 2% + 3® + 3|

x4+ 2
d) Considérons u : x — ——. Alors, f = u* donc f est dérivable sur D si et seulement si

u est dérivable sur D. Comme u est une fonction rationnelle, elle est dérivable sur son ensemble
de définition donc D = |—o0; —3[U|—3;400][. De plus, pour tout x € D,

o AIx(@+3)—(r+2)x1 1
(@) = (z +3)?  (z+3)?
donc f'(z) =4 x ! (x i 2>3 u’on peut aussi écrire | f'(x) = Ao +2)°
“ @3z \grg) MNP  (z+3)°




