TB2 septembre 2024

Corrigés de la feuille de calcul n°2 — Systemes et inverses de matrices

Exercice 1. Résoudre chacun des systemes suivants en utilisant la méthode qui vous semble la
plus adaptée.

Tr—3y =1 2e+y=1 r—2y=1 2¢ + 3y = 2
(S1) / (S2) i’ (S5) ! (S4) /
y =2 20 — 4y = —14 —3x+6y=1 —r—15y=1
Solution.

Tr—3x2=1 Tr =17 r=1
(5)) — = —
y =2 y =2

donc 'unique solution de (Sy) est (1;2).

5y:15 LQ(—Ll—LQ

10z = —10 Ly <+ 4L, + Ly r=—1
(Ss) «— — 5
y:

donc 'unique solution de (S2) est (1;3).

0=2 L1<—3L1+L2
-3z 46y =1

(S3) <= {
On aboutit a un systeme incompatible donc ’ensemble des solutions de (S3) est @.

0=4 L1<—L1+2L2
—x—15y=1

(S4) = {

On aboutit & un systéme incompatible donc l'ensemble des solutions de (S4) est &.

Exercice 2. Résoudre chacun des systemes suivants.

20 +y—2=95 20 +y—22z=4
r+2y+4z=1
(51) 2y + 32 = -2 (S2) { Y 5 — (S3) 3y —z=38
32 =4 B 0=2
Solution.

4 _ 4 _ 19 _ 14
2t+y—3=95 2r—=3=5+73 233—1?—1—3 x—%
(51) = 2y +4=-2 < y=-3 = y=-3 = Jy=-3

=4 — 4 — 4 —
zZ=3 z=3 zZ=3 z =



Ainsi, 'unique solution de (.57) est (%4 ;=3 %)

(Sy) = r+2y+8=1 — r=-2y—7T
? z =2 z =2

Ainsi, 'ensemble des solutions de (S3) est {(—2y — 7;y;2) | y € R}.
L’ensemble des solutions de (S3) est vide en raison de la derniére équation.

Exercice 3. Echelonner puis résoudre les systemes linéaires suivants.

(51){5x_3y:2 (S2){\/§x—\/§y:0 (53){§3€+}1y:2

r—2y= -8 V6r —3y =1 2v4+y =28
Solution.
or — 3y = Sr —18 =2 r=4
(S1) 7. 42 1 _
Ainsi, I'unique solution de (S7) est (4;6).
V2r — /3y =0
(S3) <=
0=1 Ly Ly—+/3L,
Ainsi, on aboutit & un systeme incompatible sur ’ensemble des solutions des @.
1 L,=9
(53) <= 20y e y=-20+8
0=0 Lo+ Ly—4Il,
Ainsi, ’ensemble des solutions de (S3) est {(z; -2z + 8) | z € R}.
Exercice 4. Résoudre les systémes suivants
r+y+z2z=56 rT+2y+z2=95 T—y+22=2
(S)sz—y+2=2 (S2)q2x+y—22=1 (S3)qx+y—32=-1
r+y—2=0 —r+y+3z=4 r+y—4z=1
Solution.
r+y+z2==06 rT+2+3=6 xr =
(S)) = —2y=—4 Ly Ly— L, — —y = =y =
—22=—6 L3 L3— 14 z=3 z=3

Ainsi, I'unique solution de (S;) est (1;2;3).

T+2y+z2=95 T+2y+z2=95
(S2) <=1 —3y—42=-9 Ly+ Ly—2L; <= —3y—4z=-9
3y—|—4229 L3<—L3+L1 0=0 L3<—L3—|—L2



La derniere équation étant toujours vraie,

— _4 — — 5, _
(SZ):){x+2y+Z—5 (:){a:+2( 3z+3)+z ) (:){x 57— 1

-3y —4z = -9 y:—§z+3 y:—%z+3

Ainsi, 'ensemble des solutions de (S2) est {(gz —1;-32+3; z) | z € R}.

rT—y+2z=2 T—y+2z=2
(93) «— 20 —5z2=—-3 Lo+ Ly— L, = 2y — bz = —3
4y—10y:—5 L3<—L3—3L1 0=1 L3<—L3—2L2

On aboutit a un systeme incompatible donc ’ensemble des solutions de (S3) est @.

Exercice 5. Déterminer le rang et le nombre de solutions des systemes suivants :

r+y+z=-2 2 +4y+2=3 r+y—z=1
(S1)43x —2y+5z2=1 (Sp)S—z+3y—1z=1 (S3)S —x—y+2=2
—r4+y+2z2=3 2r —y+z2=1 20 + 2y — 2z =4
Solution.
r+y+z=-2 r+y+z=-2
2y+32j:1 Lg%Lg—f—Ll %Z:% Lg%Lg—i—%Lz

Iy a 3 pivots (1, =5, et &) donc rg(S;) = 3. On en déduit que (S;) est un systéme de
Cramer donc il admet exactement une solution.

2v+4y+z2=3 2v+4y+2=3
(SQ) < 2r—6y+z2=—1 Lo+ —2Ly <= —10y =—4 Lo+ Ly— 14
2$—y+Z:1 —5y = -2 Lg(—Lg—Ll

2 +4y+2=3
e—{ —l0y =-4
0=0 L3<—L3—%L2

Iy a2 pivots (1 et —6) donc rg(S>) = 2. Comme la derniere équation de compatibilité est
vraie, on en déduit que le systéme a une infinité de solutions.

r+ty—z=1
(Sg)<: 0=3 Lo+ Ly+ L,

Iy a 1 seul pivot (1) donc rg(S;) = 1. De plus, les deux équations de compatibilité sont
fausses donc (53) ne possede aucune solution.



Exercice 6. Déterminer si les matrices suivantes sont inversibles, et calculer leur inverse le cas

échéant :
(21 (1 4 (01 -1 (1 +1 i
A_<6 3) B_<1 5) C_<3 2 1) D_<—i 1)
1 1 —1 -1 1 2 1 2 3 011
E=10 2 2 F=|2 120 G=14 5 6 H=1]1 0 1
00 2 0 3 4 78 9 1 10
Solution.

e det(A) =2 x3—6x0donc A n’est pas inversible.

‘det(B):1><5—1><4:5—4:1doncBestinversibleetB—l:1<5 _4> =

5 —4
-1 1)
La matrice C' n’est pas carrée donc elle n’est pas inversible.
det(D) = (1+i)x1—(—i)xi=1+4+1i—1=1i%# 0 donc D est inversible et D~ =
A T N & B T A T
P\ 14+1) v i 14i 1 1-i)

La matrice E est triangulaire supérieure et tous ses termes diagonaux sont non nuls donc
elle est inversible.

Soit a, b et c trois réels. Considérons le systeme

r+ty—z=a
(SE> 2y—|—22:b
2z =c
Alors,
r+y—35=a t+2-St=a+¢ r=a-5+c
(Sp) <= <{2y+c=b — y:g—g = y:%_g
=% =3 =%
1 -1 1
donc E7'=1|0 L -1
0 0 %
e Soit a, b et c trois réels. Considérons le systeme
—r+y+2z=a I,
3y—|—4z=c Lg
Alors,
—r4+y+2z=a I, —r4+y+2z=a
(Sp) <=3y +42=0b+2a Ly<+ Ly+2L < {3y+4z2=0b+2a
3y+4z=c Ls 0=c—b—2a L3+ Ly — Lo

Ainsi, rg(F) = 2 (puisqu’il y a 2 pivots) donc F' n’est pas inversible.



e Soit a, b et ¢ trois réels. Considérons le systeme

r4+2y+3z=a L
(Se) S4x+5y+62=0b Lo.
Tr4+8y+92=c Lj

Alors,
r+2y+3z2=a Ly r+2y+3z=a
(Sg) <= -3y—6z=b—4a Ly<+ Ly—4L, <= < -3y—62=0—4a
—6y — 12z =c—Ta L3< L3 — T[4 O=c+a—2b

L3 — L3 — 2L2

Ainsi, rg(G) = 2 (puisqu’il n’y a que 2 pivots) donc G est n’est pas inversible.

e Soit a, b et c trois réels. Considérons le systeme

Alors,

y+z=a L,
(Su) Sz+2=0b L.

.fL'+y:C L3
r+z=0 L1<—>L2 r+z=0 L1
y+z=a Lo+ L << Jy+z=a Lo
r4+y=c Ls y—z=c—b L3+ L3y— 1
r+z=»b Ly
y+z=a Lo

—2z=c—b—a L3<—L3—L2

Ainsi, rg(H) = 3 (puisqu’il y a 3 pivots) donc H est inversible.

Ainsi, H™! =

a_ b__c_ — _a_y b ¢
r+5+5—5=0> r=-—-5+35+3
a_ b_ ¢ _a_b_ ¢
(Su) = {y+s+5-5=a = U=5-3+35
—a_ b__ ¢ —a_ b__ ¢
z=5+t5—3 z=3+t5—3
1 1 1
2 2 2
1 1 1
2 2 2
1 1 1
2 2 2



