TB2 février 2024

Feuille de calcul n°12 — Equations différentielles linéaires

Exercice 1. Résoudre les équations différentielles suivantes.

1
1. y' —2y = —7 avec la condition y(0) = 3 On cherchera une solution particuliere constante.

3
2.y + QU= §t. On cherchera une solution particuliere sous la forme d’une fonction affine.

3. ¢ — 3y = 2e 3'+1 avec la condition y(0) = 5. On cherchera une solution particuliére
sous la forme t — Ae 3'+B olt A et B sont des réels.

4. 3y = 2y + 3. On cherchera une solution particuliere constante.

Solution.

1. Les solutions de I’équation 3’ — 2y = 0 sont les fonctions de la forme t — Ce?' o
C € R. De plus, une fonction constante g : t — a est solution de ¢/ — 2y = —7 si et

seulement si 0 —2a = —Tie. a = 3 Ainsi, les solutions de y' — 2y = —7 sont les fonctions

7
t|—>Ce2t+§ ou C' € R. Or,

1 1 7 19
Ce == A= _=-",
T3 372 6
1 19 7
Ainsi, |la solution de y' — 2y = —7 vérifiant y(0) = 3 est t — ry e2t+§ :

3
2. Les solutions de I'équation y' + QU= 0 sont les fonctions de la forme t — C'e "2 o

3 3
C € R. De plus, une fonction affine g : t — at + b est solution de v’ + —y = +—t si et

2 2
3 3 3 3 3 2
seulement si a+—(at+b) = ~ti.e. —at+a+-b= —t. Pour cela, il suffit quea = let b = —-.
2 2 2 2 2 3
3 3 : 2
Ainsi, [I’ensemble des solutions de y' + Q¥ = it est {t — Ce 34t — 3 ‘ Ce R} )

3. Les solutions de I’équation v’ — 3y = 0 sont les fonctions de la forme t — C'e? ou
C € R. De plus, une fonction g : t — Ae 3+ B est solution de 3’ — 3y = 2e ~3+1 si
et seulement si —3Ae 3 —3(Ae 3'+B) =2¢ 3+1ie. —6Ae 3—3B =2e 3+1. Pour

1
cela, il suffit que A = -3 et B = -3 Ainsi, les solutions de ¢/ — 3y = 2e 341 sont les

fonctions t — C’e3t—§ e_3t—§ ou C € R. Or,

1 1 2 17
3x0__ — | —3x0__ — — — =
Ce 3e 5 5 <= (C 5+3 3

17 1 1
Ainsi, |la solution de 3 — 3y = 2e ~3'+1 vérifiant y(0) = 5 est t — 5 e3t—§ e*3t—§ :
4. L’équation est équivalente a y' — 2y = 3. Les solutions de I’équation 3y’ — 2y = 0
sont les fonctions t — C'e? ou C € R. De plus, une fonction constante g : t —

a est solution de 3y — 2y = 3 si et seulement si 0 — 2a = 3 ie. a = —5 Ainsi,

3
I’ensemble des solutions de iy’ = 2y + 3 est {t — C’ezt—§ ' Ce R} :




Exercice 2. Résoudre les équations différentielles suivantes.

1. ¥ 4+ 3y = —4t + 1 avec la condition y(0) = 1. On cherchera une solution particuliére sous
la forme d’une fonction affine.
2. y' = —2y avec la condition y(1) = 3.
1
3.y — V= 2t + 5 On cherchera une solution particuliere sous la forme d’une fonction
affine.
4. y +y = 2et. On cherchera une solution particuliere sous la forme t — Ae? ot A € R.
Solution.
1. Les solutions de 1'’équation v’ + 3y = 0 sont les fonctions t — Ce 3 ou C € R.
Considérons une fonction affine g : ¢ — at + b. Alors, pour tout réel ¢, ¢'(t) + 3g(t) =
a + 3(at + b) = 3at + a + 3b donc, pour que g soit solution de 3’ + 3y = —4t + 1, il suffit
que 3a=—4eta+3b=11i.e. a:—§ etb:§.
T . , gy 4T
Ainsi, | ’ensemble des solutions de ¢/ +3y = —4t + 1 est {t+—— Ce _§t + 9 CeRy|
2. y' = —2y équivaut a y’' + 2y = 0 donc les solutions de cette équation sont les fonctions de
la forme t — C'e ~?* avec C' € R. De plus,
Ce =3 0 =3¢?
donc la solution de g de v/ = —2y telle que g(1) = 3 est g : t — 3eZe 2 ie.
g Y Yy que g g
g:t—s3e?72|
1
3. Les solutions de 1’équation 1’ — Q¥ = 0 sont les fonctions de la forme ¢ —s Ce 3t
1
ou C' € R. De plus, une fonction affine g : ¢ — at + b est solution de y — V=
2% + Lt si et seulement si 1(t+b)—2t+1' Lt + Ly g 2
5t si et seulement si a — S(a = 5 e —gat+a— b= 5
Pour cela, il suffit que —§a = 2 et a-— §b = 3 ie. a = —4 et b = —9. Ainsi,
1 1
I’ensemble des solutions de 3 — Q¥ = 2t + 3 est {t — Cezl—4t —9 ‘ ce ]R} !
4. Les solutions de 'équation 3’ +vy = 0 sont les fonctions de la forme t — C'e 7t ou C € R.

Soit A€ Ret g:t— Ae'. Alors, pour tout réel ¢, ¢'(t) + g(t) = Ae’+Ae’= 2Ae!
donc, pour que g soit solution de 3/ +y = 2e?, il suffit que 24 = 2 i.e. A = 1. Ainsi,

I'ensemble des solutions de 3y +y = 2e’ est {t —> C'e '+

e’ | c e R}

Exercice 3. Résoudre les équations différentielles suivantes.

1. v —4y — 5y =0

2.y — 4y + 3y = —;. On cherchera une solution particuliére constante.

3. ¥’ — 2y’ + y = —2. On cherchera une solution particuliere constante.

4. " -3y = ; On cherchera une solution particuliere sous la forme d’une fonction affine.
Solution.

1. L’équation caractéristique associée est 22 — 4x — 5 = 0. Le discriminant de 22 — 42 — 5
est A = (—=4)2 =4 x 1 x (=5) = 36 > 0 dont 'équation caractéristique posséde deux

solutions réelles :

(1)~ V3

N

—(=4) + /36

=-1 et Tg=—"—""—"—=25

2x1

Par théoreme, I’ensemble des solutions de y”—41y'—5y = 0 est

{t — Ae '+Be| (A, B) € R?*}|




2. L’équation homogene associée est y” — 4y’ + 3y = 0 et son équation caractéristique est
2? — 4z + 3 = 0. Le discriminant de 2% —4x + 3 est A = (—4)> =4 x 1 x 3 =4 > ( donc
I’équation caractéristique possede deux solutions réelles :

(-4 - V3 —(-4)+ V2

=1 et Tg=——F7""""—=23

= 2x1 2x1

Par théoréme, I'ensemble des solutions de y” — 4y’ + 3y = 0 est {t — Ae’+Be™|
(A, B) € R?}.
Considérons une fonction constante g : t — a. Alors, pour tout réel ¢, ¢"(t) — 44'(t) +

3g(t) = 0 — 4 x 0+ 3a = 3a donc, pour que g soit solution de y” — 4y’ + 3y = ——

57
il suffit que 3a = —= ie. a = T Ainsi, on conclut que ’ensemble des solutions de
1 1
y'— 4y + 3y = 5 est {t — -1 + Ae'+Be3t | (A, B) € RQ} .

3. L’équation homogene associée est y” — 2y’ + y = 0 et son équation caractéristique est
2?2 —2x+1=0. Or, 22 —2z+1 = 0 si et seulement si (z—1)% = 0 ce qui équivaut a x—1 = 0
i.e. z = 1. Ainsi, ’équation caractéristique posseéde une unique solution réelle donc, par
théoréme, Uensemble des solutions de y" —2y'+y = 0 est {t — (At+B)e'| (A, B) € R?*}.
Considérons une fonction constante g : t — a. Alors, pour tout réel ¢, ¢"(t) — 24/ (t) +
g(t) = 0—2 x 0+ a = a donc, pour que g soit solution de y"” — 2y +y = —2, il suffit

que a = —2. Ainsi, on conclut que I'ensemble des solutions de y” — 2y’ +y = —2 est
{t — =2+ (At + B)e!| (A, B) € R?*} |
4. L’équation homogene associée est y” — 3y’ = 0 et son équation caractéristique est

22 — 32 = 0. Or, 22 — 3x = 0 si et seulement si z(z — 3) = 0 ce qui équivaut & z = 0 ou
x = 3. Ainsi, I’équation caractéristique possede deux solution réelles donc, par théoréme,
I'ensemble des solutions de y” — 3y’ = 0 est {t — Ae"+Be?| (A, B) € R?} ie.
{t— A+ Be?| (A, B) € R?*}

Considérons une fonction affine g : ¢ — at+0b. Alors, pour tout réel ¢, ¢ (t) —3¢'(t) = 0—
3a = —3a donc, pour que g soit solution de vy’ —3y’ = ;, il suffit que a = ~5 (et iln’y a pas

de condition sur b donc toute valeur de b convient, par exemple b = 0). Ainsi, on conclut que

(A, B) € RQ} :

1 1
I’ensemble des solutions de y” — 3y’ = 3 est {t — _6t + A+ Be?

Exercice 4. Résoudre les équations différentielles suivantes.

1. y" + 4y’ — by = 10 avec les conditions y(0) = 4 et 3/(0) = 0. On cherchera une solution
particuliere constante.

2. y"—2y'+y = t avec les conditions y(0) = ¢'(0) = 0. On cherchera une solution particuliere
sous la forme d’une fonction affine.

3. ¥"+y'+y =1 avec les conditions y(0) = 3/(0) = 0. On cherchera une solution particuliere
constante.

5
(Identique au 4. de I'Exercice 3.)

Solution.

1. L’équation homogene associée est y” + 4y' — by = 0 et son équation caractéristique est
2? + 4z — 5 = 0. Le discriminant de z° + 4z —5 est A = 4% —4 x 1 x (=5) = 36 > 0 donc
I’équation caractéristique possede deux solutions réelles :

—4 — /36 —4 4 /36
T =———=-5 et 9= ——""=1
2x1 2x1



Par théoréme, ensemble des solutions de y” + 4y’ — 5y = 0 est {t — Ae '+ Be!
(A, B) € R?}.

Considérons une fonction constante g : ¢t — a. Alors, pour tout réel ¢, ¢"(t) + 44'(t) —
59(t) = 044 x 0—5a = —ba donc, pour que g soit solution de y” + 4y’ — 5y = 10, il suffit
que —5a = 10 i.e. a = —2. Ainsi, les solutions de y” + 4y’ — 5y = 10 sont les fonctions de
la forme g : t — —2+ Ae P+ Be' avec (4, B) € R Or,

9(0) =4 —2+A+B=4 A+5A=6 A=1
<~ <~ <~
g(0)=0 —5A+B=0 B=5A B=5

Ainsi, I'unique solution ¢ de 3" + 4y’ — 5y = 10 telle que ¢(0) = 4 et ¢'(0) = 0 est
g:t— —2+eSt5et|

. L’équation homogene associée est ¢y’ — 2y’ + y = 0 et son équation caractéristique est
22 —2x+1=0.Or, 2 — 22 + 1 = 0 équivaut a (x —1)? =0 i.e. z — 1 = 0 soit = = 1.
Ainsi, ’équation caractéristique posseéde une unique solution réelle donc, par théoreme,
I'ensemble des solutions de y” — 2y +y = 0 est {t — (At + B)e'| (A, B) € R%}.

Considérons une fonction affine g : t — at+b. Alors, pour tout réel t, g (t)—24'(t)+g(t) =
0—2xa+ (at+b) = at — 2a + b donc, pour que g soit solution de " — 2y +y = t, il
suffit quea =1et —2a+b=01i.e. a =1 et b =2. Ainsi, les solutions de 3y — 2y +y =t
sont les fonctions de la forme g : t — t +2+ (At + B) e! avec (A, B) € R% Or, pour une
telle fonction g, pour tout réel ¢, ¢'(t) = 1+ Ae’+(At + B)et=1+ (At + A+ B) e’ donc

g(0) =0 2+ B=0 B=-2
<~ g
7(0)=0 1+A+B=0 A=1
Ainsi, 'unique solution g de 3" — 2y’ +y = t telle que g(0) = 0 et ¢'(0) = 0 est
g:it—t+2+(t—2)e’|

. L’équation homogene associée est v’ + 3" +y = 0 et son équation caractéristique est
224+ 2 +1=0. Le discriminant de 22 + 2 +lest A =12 -4 x1x 1= -3 < 0 donc
I’équation caractéristique possede deux solutions complexes conjuguées :

S1-iVE 1 VB 1.3

—1 et Tog=T1=—=+ —1

1
T = = — = —
2x1 2 2 2 2

Par théoreme, on en déduit que I'ensemble des solutions de 1'équation y” + 13" +y = 0 est

{t — et (A oS <\§t> + Bsin <\g§t>> (A, B) € RQ}.

Considérons une fonction constante g : ¢ — a. Alors, pour tout réel ¢, ¢”(t) + ¢'(t) +
g(t) = 04 0+ a = a donc, pour que g soit solution de 3" + ¢ +y = 1, il suffit
que a = 1. Ainsi, les solutions de 3" + ¢ +y = 1 sont les fonctions de la forme

1 3 3
g:t— 1—|—e2t(Acos <\g_t> + Bsin ({t)) avec (A, B) € R% Or, pour une telle

fonction g, pour tout réel t,

R SN ORERE)

donc
90)=0 __ f1+4=0 L [A=
9'(0)=0 1A+ g =0 — L
Ainsi, 'unique solution g de ¥ + ¢ +y = 1 telle que g(0) = 40 et ¢'(0) = 0 est

g:tr— 1—|—e5t(—cos (?t) —\fsin (?t)) :




Exercice 5. Résoudre les équations différentielles suivantes.

dv 1
1. T + —v = B avec la condition initiale v(0) = wy. Ici, 7 et B sont des constantes
T
strictement positives et on cherchera une solution particuliére constante.
d[A
2. (Elt] = —k[A] avec la condition initiale [A](0) = [A]o. Ici, k est une constante.
dZZ' 2 o ! :
3. —5 +wgz = 0 avec les conditions z(0) = 0 et 2/(0) = vg. Ici, wy est un constante
strictement positive.
d2
4. ditf + wiz = cos(Qt) avec les conditions x(0) = 0 et 2/(0) = vg. Ici, wy et Q sont des
constantes strictement positives telles que wy # 2. On cherchera une solution particuliere
sous la forme t — A cos(Qt) avec A € R.
Solution.
d 1
1. Les solutions de d—z + = =0 sont les fonctions de la forme v : t — C'e ~+! avec C' € R.
T
1
Considérons une fonction constante v : t — a. Alors, pour tout réel ¢, v'(t) + —v(t) =
T
1 d 1
04 —a= 4 donc, pour que v vérifie e + — = B, il suffit que % _ Bie a=Br
T T dt 7 T
dv 1
Ainsi, les solutions de d—: + = = B sont les fonctions de la forme Bt +Ce 7t avec C' € R.
T
De plus, )
Ce 74 Br =vy <= C =vy— Br
dv 1
donc la seule fonction v telle que d—;)—l—f =0etv(0) =wvgest|v:t— Br+ (vg— Br)e 7|
T
d[A d[A
2. Comme ([“] = —k[A] équivaut a (Elt] + k[A] = 0, les solutions de cette équation sont
les fonctions de la forme [A] : t — C'e 7% avec C' € R. De plus,
Ce_kXO: [A]o — (= [A]o
, d[A] —
donc la seule fonction [A] telle que T —k[A] et [A](0) = [A]g est|[A] : t — [A]pe 7|
3. L’équation caractéristique de I'équation est r* + w? = 0 dont les solutions sont r = iwy
2
et r = —iwy donc, par théoréme, les solutions de ditf + w?x = 0 sont les fonctions de
la forme x : t — e%(Acos(wot) + Bsin(wpt)) i.e. x : t — Acos(wot) + Bsin(wpt) ot
(A, B) € R%
Pour une telle fonction x, pour tout réel ¢,
2/ (t) = — Awg sin(wot) + Bwy cos(wyt)
donc
z(0) =0 Awy =0 A=0
<~ <~
2’ (0) = v Buwy = vy B=2
2
Ainsi, 'unique solution de d—tf + w?z = 0 telle que z(0) = 0 et 2/(0) = vy est la fonction
vt 20 sin(wot) |.
Wo
4. [’équation homogene associée est I’équation de la question précédente. Considérons une

constante A € R et zg : t — Acos(2t). Alors, pour tout réel ¢, z((t) = —AQsin(Qt) et
z)(t) = —AQ? cos(Qt) donc

2 (t) + w?zo(t) = —AQ? cos(Ut) + wi A cos(Qt) = A(wg — Q2) cos(Qt).



Ainsi, pour que z soit une solution de I'équation, il suffit que A(w? — Q?) = 1 i.e.
1 d?x

A = ————. Des lors, les solutions de —
wg — Q2 de?

1
forme x : t — g cos(Qt) + A cos(wot) + Bsin(wpt) ot (A, B) € R?. Pour une telle

Q
fonction, pour tout réel ¢, 2/(t) = — sin(Qt) — Awg sin(wot) + Bwg cos(wot) donc
CL)O -

+ wiz = cos(Qt) sont les fonctions de la

1 1

_ _ Am o™
{m(o)_o = w3—92+A LN wi — 2

2'(0) = v Buwo = v B=—

d2
Ainsi, I'unique solution de d—t;c + wiz = cos(Qt) telle que z(0) = 0 et 2/(0) = vy est la

fonction x : t — g cos(Qt) — oD cos(wot) + :}2 sin(wot) i.e.

W — 02 (cos(§2t) — cos(wot)) + Z(; sin(wot)




