¢ Corrigés des exercices du chapitre 7

Exercice 1. Déterminer si les fonctions suivantes sont continues par morceaux.

. 1.
rsir < —1 e zsiz <0
1. fra—1size[-1;0] 2. g:x—<1sizel0;1]
e rsiz>0 rsix>1
Solution.
1. La fonction f est continue sur chacun des intervalles |—oco; —1[, |—1; 0] et |0 ; +-00[ comme
fonction de référence ou composée de fonctions de référence. De plus, lin} f(z) =—1,
r——1-
lim Lf@) =1, lim f(z) =1et lim f(r) =0car lim —% = —oo et lim e¥ =0
z—0t ¥ X——00

1
donc par Composmon lim e7z = O A1n51 f est continue par morceaux sur R.
z—0t

. . . . _1 -
2. lim —!=+4ooet lim eX = +oo donc, par composition, lim ez = 4o00. Ainsi, f n’a
z—0— T X —+o0 z—0~
pas une limite finie a gauche en 0 donc f n’est pas continue par morceaux sur R.
Exercice 2. Calculer les intégrales suivantes.

, tsit <O
1. 1:/ F)dt ot f it {2site0;:1]
-2
Fsit>1
Jrsite[lid]
sit>4

2. J= / t)dt ou f: t»—>{

tIn (t)
Solution.

1. La fonction f est continue par morceaux sur R donc l'intégrale a bien un sens et

]:/' dt+/ dr+/ t)dt = / uﬁ+/‘ﬂdv+/ —dt

[g]_;[tg]g ()] = (22) 13 (3) — In(1)

2. La fonction g est continue par morceaux sur R donc l'intégrale a bien un sens et

J= / @+/ t)dt = /\/&+/ti@

1
:[2\/%}1+[1n<1n(t))]3 = 2v4 — 2v/1 + In(In(e?)) — In(In(4))
=2+ 1In(2) — In(In(2?)) = 2+ In(2) — In(21n(2)) = 2 + In(2) — (In(2) + In(In(2)))
=2 —In(In(2))

Exercice 3. A 'aide d’une primitive, étudier la nature des intégrales suivantes et déterminer
leurs valeurs en cas de convergence.

oo In(t) ot Y e ot dx
A A Ry SR ey




Solution.
Soit a > 1. Alors,

[ = [ e = [Ln(0)?] = 2 na))? — L (n(1))? = J(n(@)? > +oo

t a——+00

u'u

donc I, diverge.

Soit a > 0. Alors,

/“ U d 1/“ 2u d 1{ 1 ]a 1{ 1 n 1
———du = — _— AU = - |- = — | —
o (14 u?)? 2 Jo (1+u?)? 20 1+wu?lo 2L 1+a*> 1402

donc I, converge.

Soit a > 0. Alors,

a ]_ a 1 a 1 1 ]- 1
| et = =2 [ ane = e = =S et = = S - Se ——
0 2J0 ~—— 2 2

u'ev

donc I3 converge.

Soit a > 0. Alors,

Aadxcmzzaw dt = [In(In(2))]? = In(In(a)) — In(In(2)) —— +o0

xIn(z) In(x) a—+00

:ﬁ\{

donc I, diverge.

0sit<O

+oo
Exercice 4. Calculer [ = / t)dtou f : t —
oo f®) / {tze_t3 sit>0

Solution. Comme [ est continue par morceaux,

0 oo 0 o0 3 +oo 3
1= [ pwars [T pwar= [ odes [T et ar= [ et
—00 0 —00 0 0

Or, pour a > 0,

/Oa e dt = —; /Oa (—=3t%)e " dt = —; ] = L e — "] =

u/eu

donc I = 1
3



—+00

Exercice 5. Etudier, en fonction du réel o, la nature de Pintégrale généralisée I, = / e dt.
0

Solution. Soit un réel A > 0.
Si o =0 alors

A A
/ e’o‘tdt:/ ldt=A — +0
0 0 A—+o0

donc [, diverge.
Si o # 0 alors

A 1 4 1 1
/ e—at dt = {_e—at} — _76—0414 4+ .
0 (6% 0 o (6%

Sia<0alors lim —aA =4ocoet lim = +oo donc I, diverge.
A—+00 —~+00

Sia>0alors lim —aA = —ocoet lim =0 donc I, converge.
A—+o0 T——00

On conclut que [, converge si et seulement si o > 0.

+00
Exercice 6. Montrer, grace a une intégration par parties, que l'intégrale I = / e dt
0

converge et donner sa valeur.

Solution. Soit a > 0 et I, = / 3" dt. On remarque que I, = / 2 x (te’t2) dt. On pose,
0 0
pour tout réel ¢,

u(t) = t* u'(t) = 2t

1
v(t) = —§e_t2

—2

V'(t) = te

On définit ainsi deux fonctions u et v de classe ¢! sur R donc, en intégrant par parties,

1 @ a 1 1 a
I, = | x (—e_ﬁ)} —/ 2t x (—e_t2> dt = ——q2e +/ te ¥ dt.
2 o Jo 2 2 0
Or,
a 1 fa 1 a 1 1 1
—t2 _ g —t2 -t -t [-e® 0] - 2 1 —a?
/Ote dt = 2/0 2te™" dt = 2[6 }0— 2[6 e}—Q 7€
u’e¥
donc 1 1
[a__* 2 —a? - = —a?
50 + 5~ 3¢
Enfin, lim —a? = —oo donc lim e’ =0 et, par croissance comparée, lim a2e= =0 donc
a——+00 a——+00 a—+00

1
lim I, = —. Ainsi, I converge vers [ = —
a—+o0 2 2

-1
Exercice 7. Soit la fonction f définie sur |0, +oo] par f(x) = In (e - 1).
el'

1. Donner l'expression de f’ sur ]0;+oo.

L .y +oo ] 1. re+1
2. En déduire la convergence de l'intégrale I = / ——dr et que I = 3 In < 1) .
1 e? —e™ % e —

Solution.
e’ —1
. Alors, g est dérivable sur R*. comme sommes et quotient

1. Considérons g : x —

de fonctions dérivables et, pour tout réel x > 0,
e’(e” + 1) — (e + 1)e” B e? 4 e — 2% 4 " 2e”

g) = (er — 1) N CE TR




Etant donné que f = Inog, on en déduit que, pour tout réel z > 0,

2¢e”
Play< 0@ _EaE 20 el 2 2%
g9(z) Z:J: (e +1)2 e —1 (e +1)(er—1) e*—1

2. Soit a > 1. Alors,
a 1 a e’ a e al
— :/—d :/7d :/f' d
/1 et —e= )y e?(e® —e™?) T e 1T 2f(a:) ‘
1 @ 1 @ —1 1 —1
=[], = (G5) - ()
2 1 2 er+1 2 e+1

a_ 1 a
Or, lorsque a tend vers 400, e*—1 ~ e* et e*+1 ~ e% donc ¢ 1 ~ S = 1. On en déduit
et et
*—1 *—1
que lim ¢ = 1 donc, par continuité de In en 1, lim In <e ) = 1In(1) = 0.
a—+oo ¢ + | a—+00 et + 1
Ainsi, I converge et
1 e—1 1 e+1
]:—ln( )zln( )
2 e+ 1 2 e—1
Exercice 8. Soit la fonction f définie sur R par f(z) = (1je$)2'

1. Donner une primitive de f sur R.
T

+0oo
2. Justifier la convergence de l'intégrale I = / ( ;dz et précisera sa valeur.
0

1+ e?)
oo e
3. Démontrer a 'aide d’une intégration par parties que J = / ————dz =1In(2).
0o (1+e7)?
e—I‘
Indication. Apres avoir intégré par parties, écrire que = pour calculer

1+e® et 41
I'intégrale restante.

Solution.
/
1
1. On reconnait une forme U—Q donc une primitive de f sur R est F': x — — Tror
U e
2. Soit a > 0. Alors,
a 1 1 1 1
/of(x) A e e e R T
Or, lim e* = 400 donc, par somme et quotient, lim = 0. Ainsi, I converge et
a1—>+oo a—+oo ] 4+ e
I=—.
2
3. Soita>0et I, = [ 42,0 tout récl
. Soit a et I, = | ——— dxz. On pose, pour tout réel z,
0o (1+e7)? P P
u(z) == u'(z) =1
1 , e’
U(.I)——l_'_ex ’U(.T)—m

On définit ainsi deux fonctions u et v de classe €' sur R donc, en intégrant par parties,

T a a 1 a a 1
[t [ vt [
1+e*ly 0 1+ e? * 14—6“+ o 1+e® .




Or,

a 1 a —T a —x a AT

/ dx:/eidx:/ ¢ dx:—/ ¢ dx
0 1+e® 0o e (1 +e?) 0 e T+1 0o e T+1

!

u

= = [me + 1))’ = ~In(e* +1) + In(2)

Ainsi,

Or, lorsque a tend vers +oo,

a
1+ e2

a

—In(e™*+1) +1n(2)

a . . ,
—— ~ — qui tend vers 0 par croissance comparée et
1+ e@ e

lime™® + 1 = 1 donc, par continuité de In en 1, lim In(e™® + 1) =1In(1) = 0. Ainsi, J

a——+00

converge et J = In(2).

Exercice 9. Pour tout entier naturel n et pour tout réel positif A, on pose :

A
I(A) = /0 t"e~'dt.

—+00

1. Calculer, pour tout A > 0, IH(A) et en déduire que U'intégrale [y = / e 'dt converge
0

et donner sa valeur.

2. a.

Soit A > 0 et n € N. Déterminer, a I’aide d’une intégration par parties, une relation
entre I,,,1(A) et I,,(A).

“+oo
En déduire, par récurrence, que, pour tout n € N, / t"e~tdt converge. On note I,
0

cette intégrale.

. Soit n € N. Ecrire la relation liant I,+1 et I, puis en déduire une expression de [,, en

fonction de n.

Solution.

A A
1. Soit A > 0. Alors, Io(A) = / et dt = [—e-t}o = —e 44" =1—e 4 01, lim e4=0
0

A—+o00

donc Iy converge et Iy = 1.

2. a.

Par définition,
A
I1(A) = / t" et dt.
0

On pose, pour tout réel ¢,

u(t) ="t u'(t) = (n+ 1)t"
V(t) =e!

On définit ainsi deux fonctions u et v de classe €' sur R donc, en intégrant par
parties,

A A A
L (A) = [ x (—e)] - / ()" (—e~t) dt = —A™ e A4 (n41) / et dt
0 0 0

donc I,,11(A) = =A™ e + (n + 1)1,,(A).



b. Considérons, pour tout n € N, la proposition P(0) : « l'intégrale / o t"e ' dt
converge ». 0
D’apres la question 1., P(0) est vraie. Soit k& € N. Supposons que P(k) est vraie.
Alors, Ix(A) admet une limite finie quand A tend vers +o00. De plus, par croissance

comparée, Alim Aktle=4 = () donc, par somme, I;41(A) admet une limite finie quand
—+00

A tend vers 400 et ainsi P(k + 1) est vraie. Par le principe de récurrence, on en

+oo
déduit que, pour tout n € N, / t"e~"dt converge.
0

c. Sachant que, pour tout A > 0, I,,1(A) = —A" e 4 + (n+1)I,(A), en faisant tendre
A vers 400, on a en déduit que I,,11 = (n+ 1)1,.
Montrons par récurrence que, pour tout n € N, I, = n!. Comme I, = 1 = 0!, le
résultat est vrai pour n = 0. Soit k& € N. Supposons que [, = kl. Alors, I, =
(k+ 1) = (k+1) x k! = (k+ 1)! donc le résultat est établi au rang k + 1. Par le
principe de récurrence, on conclut que, pour tout n €y, I,, = nl.

Exercice 10.

1. Mont tout t > 1 1 1 t
. Montrer que pour tout t > 1, —— = - — ——.
qane’p Hl+e2) ¢ 1+¢2
+o00 1
2. En déduire la valeur de I = / —dt.
1 t(1+12)
Solution.
1. Soit un réel t > 1. Alors,
1 t 1+¢2 t? 1+t —¢2 1

t 1+ t(1+2) t1+2)  t1+2) i+ )

2. Soit a > 0. Alors,

« 1 a1

e dt= [ —/17—7 dt
/1 1+ 12) 1t 1+t2 t2
\‘,_/

u
u

In(t —;mu+ﬂﬂfﬂm@—;mu+fy4mn+;m@
1

In(2) + In(a )—fln(l—l—a)

N} \

Or, pour tout a > 0,

In(a) — ;ln(l +a?) =In(a) — In (\/ 1+ a2) =In(a) —In (a\/ alQ + 1)
=In(a) — In(a) — In (”alQ + 1)
=—In ( al2+ 1) .

De plus, EIJP a% + 1 =1 donc, par continuité de In en 1, lim In ( =+ 1) =In(1) =

a——+00
0.

1
On en déduit que I converge et que [ = 5 In(2).



Exercice 11. En utilisant une intégration par parties, montrer la convergence et calculer la
valeur des intégrales suivantes. (Pour J, on pourra utiliser le résultat de I’exercice précédent.)

+00 In(1 + 12 o0
7 :/ n(l+1¢%) a4t 7 :/ arctan(t) it
1 1

12 12
Solution. (] g2
a t
Soit a > 0 et I, = / n(t;—) dt. On pose, pour tout réel ¢,
J1
2t
_ 2 / —
1 , 1
U(t):—t v(zﬁ):t—2

On définit ainsi deux fonctions u et v de classe € sur [1;+o00[ donc, en intégrant par parties,

N 1 In(1 + a?) a1
_ 2 __ _ _ — R
L= () s (=5)] = [ x (=) a e m@) 2 [
In(1 2 In(1 2
= _I(+d) +In(2) + 2 [arctan(z)]|] = _In(+d) + In(2) 4+ 2 arctan(a) — 2 arctan(1)
a a
In(1 + a?
=In(2) — g + 2arctan(a) — In(l +d)
a

T
Or, lim arctan(a) = = et, pour tout a > 0,
a—+oo 2

(e (@ (F+1) 2w (1)

CL2
a B a a a
. , .. In(a) .1 »

Par croissance comparée, lim =0 et, de plus, lim — 4+ 1 =1 donc, par composition et

a—+oc0 a—+00 a2
In (2 +1
quotient, lim M =0.
a——+00 a

On en déduit que I converge et que I = In(2) — g +2x g =In(2) + g

a arctan(t)

Soit a > 0 et J, = / dt. On pose, pour tout réel ¢,

1 t?
u(t) = arctan(t) u'(t) = L
B 1+t
1 , 1

On définit ainsi deux fonctions u et v de classe ¢! sur [1;+o0[ donc, en intégrant par parties,

1\1* a 1 1 arctan(a) 7 a1
Jo = |arctan(t) x (—= —/(—)wz— z —
chmx<t”1 L 1re S\ . ity e

™ arctan(a
Or, lim arctan(a) = — donc lim 7() = 0 et, d’apres le résultat de I'exercice précédent,
a—+o0 2 a—+00 a

a 1 1 1
aErJrnoo 1) dt = 3 In(2) donc J converge et que J = % + 5 In(2).



Exercice 12. En utilisant un changement de variable simple, calculer I = / e " dzx.

—o0

Solution. Utilisons le changement de variable z = % La fonction ¢ : t +— % est

bien de classe €' et strictement croissante sur R. On a dov = —dt, lim ¢(f) = —oco et
\/§ t——00

lim ¢(t) = +o0 donc

t——+o0

+o0 t2 1 +oo 2 1
= / e Sdt = — x V21 = /7
et =g V2

Exercice 13. En utilisant le changement de variable indiqué, étudier la nature des intégrales
ci-dessous et calculer leurs valeurs en cas de convergence.

+o0 1
, t2+4dt (t = 2u) J = T3 dr (v =1In(t))

+oo 1 +oo 5
K :/1 YT (1n(:c))2)d$ (t =In(z)) L :/1 ﬁmdx (u =Vva?+ 1)

Pour le calcul de L, une fois le changement de variable effectué, on pourra remarquer que, pour
1 l—u+u

w—1  u2-1

tout u > 1,

Solution.
e La fonction ¢ : u — 2u est bien de classe € et strictement croissante sur R donc, en
posant ¢ = 2u, on a df = 2du et, comme (1) = 2 et liril o(u) = 400,
U—r+00

+oo 1 1 +oo du 1 1 /7 T T
[ = = == 5 5) -
L merrat T g ) e gt =5 {5 -7) =3

e La fonction ¢ : t — In(¢) est bien de classe ¢! et strictement croissante sur |0 ; +o0o| donc,

en posant x = In(t), on a dz = i dt et, comme %g% p(u) = —o0 et tl}eroogo(t) = +00,
too 1 too dt T T
J:/ xfdt:/ = [arctan(t)];™ = 5 — 0= =.
o 1+ 1 o T et =g 2

e La fonction ¢ : x — e est bien de classe ¢! et strictement croissante sur R donc, en
posant ¢ = In(x) (c’est-a-dire z = €'), on a dz = e’ dt et, comme ¢(0) =1 et tliin o(t) = 400,
—+o0

- ! ! e _dt +o0 ™ ™
K:/O mxe dt:/o :[arctan(t)]o :7_():7

1+1¢2 2 2

e La fonction ¢ : u — v/u?2 — 1 est bien de classe ¢! et strictement croissante sur |1 ; +oo|

< u
donc, en posant u = 2 + 1 (c’est-a~dire x = Vu? — 1), on a dz = —— du et, comme

Va1
p(V2) =let lim o(u) = +oo,

+oo 1 U +oo duy

L = X du = _
V2 oVui—1xu Vu-—1 vz ou?—1




1 _1—u+u_ 1—wu U 1 1 2u

= — - _ %
Z-1 @-1 (-Du+l) @-1 a+i 2%@-1
donc, pour tout réel a > 0,

« du a1 1 1
— =] - —x du= |—In(u+1) + = In(u* — 1
/ﬁu2—1 /\/5 wrl T o n(ut 1)+ g —1))

— (a4 1)+ ;m(a? —1)+In(V2+1) - ;111(1)

Or, pour tout réel u > 1,

a

:-4mw+n+;m«w-nm+1»+m@@+1)

:—1n(a+1)+;ln(a—1)+;ln(a+1)+ln(\/§+1)

1
=3 (In(a — 1) +In(a + 1)) + In(v2 4+ 1)
1 a—1
=1 1 241
> n(a+1> +In(v2+1)
a—1 «a .ooa—1 o,
Or, quand a tend vers +oo, ~ — =1donc lim =1 et, par continuité de In en 1,
a a—+oo q +

-1
on en déduit que lim In (a > =In(1) = 0.
a—+00 a-+1
On conclut que L converge et que L = In(v/2 + 1).

Exercice 14. Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes.

+oo 400 gipn? +oo
I :/ Vi g 12=/ sin”(t) 4, 13=/ dt
1 1 1

2+1 13 t
+oo In (¢) oo 1 too  dt
I:/ 2 g 1:/ o 1:/ 4
T t T et 67 Jo Attt
Solution.

e Au voisinage de 400,

T | +oo 1
\fN\f_ 3 / 1y
1

— = —. Comme — > 1, l'intégrale de Riemann
24+1 2 3 277 & 3
converge et donc, par théoréeme de comparaison, I; converge.
+oo ]

1
< et Comme 3 > 1, l'intégrale de Riemann / t—3dt
1

)
t
oPourtoutt>1,O<SH;3()

converge et donc, par théoreme de comparaison, I, converge.
e /3 est une intégrale de Riemann divergente d’apres le cours.

e Pour tout a > 0,

a

/1“ mat - /lai x In(t) dt = B(ln(t))ﬂ = ;(ln(a))2 — +00

t 1 a—+o0

donc I, diverge.

1 1 +oo ]
e Au voisinage de +o0, i et, comme 2 > 1, intégrale de Riemann / t—th

1
converge et donc, par théoreme de comparaison, I; converge.

e Remarquons que, pour tout ¢t > 0, 4 +t +t> > 0 donc la fonction t — e est

continue sur [0; +o00].

Par la relation de Chasles, I /1 d +/+O° d
al la relation de asles, = _— —_—.
ST hoartree L 4yttt



1 1

——  ~ — et, comme 2 > 1, l'intégrale de Riemann
4+t+t2 12

Or, au voisinage de 400,

oo ] dt
— dt converge et donc, par théoreme de comparaison, [;°° ———— converge. Par ailleurs,
/1 2 & P 1 P W i &
Jy ———— est finie car t — ———— est continue sur le segment [0;1]. On conclut donc
4+t+t2 4+t+t?

que Ig converge.

Exercice 15. Dans chaque cas, justifier la convergence de I'intégrale et calculer sa valeur.

“+00 “+00 “+00 1 t “+00 1
I :/ e 2dt g :/ tetdt K :/ n(t) 4 L/ .
0 0 1 t2 oo 24+t +1

Pour L, on pourra commencer par remarquer que, pour tout réel ¢, 2 +t + 1 = (¢t + %)2 + %

puis effectuer le changement de variable ¢t = ?u — %

Solution.
e Pour tout réel a > 0,

a 1 @ 1 1 1
/ 02 qf — {—e_%] ey S0t o2
0 2 0 2 2 2
donc I converge et [ = 3

a
e Soit a > 0et J, = / te”"dt. On pose, pour tout réel t,
0

u(t) =t u'(t)

1
v(t) = —e " V'(t) =e”

t

On définit ainsi deux fonctions u et v de classe € sur [0; +o0o[ donc, en intégrant par parties,

a a

— / (—e ') dt = —ae™® +/ e tdt = —ae ™ + [—e*t} =—ae " —e " +1
0 1

Jo = [t x (—e™)] )

0

r, lim e ® = I croissan mparé im ae™® = nc J, . Ainsi
Or, lim e ® = 0 et, par croissance comparée, | e ® = 0 donc J, —— 1. Ainsi, J
a——+00 a——+00 a—+00

converge et J = 1.

aln(t
e Soita >0et K, = / nt(z ) dt. On pose, pour tout réel t,
0
, 1
u(t) = In(t) u'(t) = .
1 1
U(t) = —E Ul(t> = th

On définit ainsi deux fonctions u et v de classe ¢! sur [1;+o0[ donc, en intégrant par parties,

o ()1 (o
_In(a) N {_lr ~ In(a) 1 1

a t o

1 a a

In(a)

1
Or, lim — =0 et, par croissance comparee, lim
a——+0o0 a—+oco

converge et K = 1.

= 0 donc K, —— 1. Ainsi, K
a—r+00



e Pour tout véel ¢, (t+ 1)+ 3 =2+ 2xtx I+ (32 +3 =2+t + 143 =2 +¢+ 1. Ainsi,

+o00 1
L:/ ———dt.
oo (t435)?+

[y
T

On effectue le changement de variable ¢t = ?u — % La fonction varphi : u — ?u — % est bien
3
de classe €' et strictement croissante sur R. Ainsi, doz = > du et, de plus, 1_1>m = —o0 et
u —0o0

lim = +o0 donc
u——+00

+oo 1 3 4 3t ]
L:/ 3 x\g_du:?)x\/_/ — du.

Or, pour tous réel a et b,

b1 01 b1
/a 5 du = /a oo du+ T du = arctan(0)—arctan(a)+arctan(b)—arctan(0) = arctan(b)—ar

+oo 1
De plus, EI_H arctan(a) = T et lim arctan(b) = g donc / du converge et

b too —oo 1+ u?
[ 53
U= —-—|(—=|=m.
o 112 2 2) =T
23

On conclut donc que L converge et que L = Tw.

+oo
Exercice 16. On considere 'intégrale [ = / te~Vidt.
0

a va
1. Soit a >0, I, :/ te Vidt et J, = / ude " du.
0 0
a. Montrer, a I'aide du changement de variable t = u?, que I, = 2.J,.

b. A Plaide d’intégrations par parties, montrer que
Jo=6—(va +3a+6va+6)e V"
2. En déduire que I est convergente et déterminer sa valeur.

Solution.

1. a. On effectue le changement de variable t = 2. On a donc dt = 2udu, quand t = 0,
u =0 et, quand t = a, u = y/a donc

va ., va oo
Ia:/ ue“><2udu:2/ u’e”"du = 2J,.
0 0

b. On pose
flu) =’ #(u) = 3u’

g(u) = —e™ g(u)=e

On définit ainsi deux fonctions de classe ¢! sur [0;a[ donc, en intégrant par parties,

a (VA &
J, = {—ui”e‘“}of — / 3u?(—e ) du = —y/a'e Ve 4 3/ ue " dt.
0 0



En réitérant I'intégration par parties en posant cette fois-ci,
flu) =’ f'(u) = 2u
g(u) = —e g'(u)=e

il vient

va G Ja
/ wle " dt = [—u%’“hﬁ - / 2u(—e ™) du = —ae ™V + 2/ ue " du.
0 0 0

Enfin, a ’aide d’une troisieme intégration par parties,

NG i va
/ ue “du = [—ue_“]f — / —etdu = —/ae Ve + /e_“ du
0 0

0
= —Vae Vo + [—e‘“]f = —Vae Vi — eV 41
Ainsi,
Jo=—ya'e V" +3(—ae™V" +2 (= ae Vi — eV 1 1))
=6— (va' +3a+6ya+6)e V"

2. On déduit des questions précédentes que, lorsque a tend vers +o0, J, ~ 6— \/Ege*‘/a donc,

par croissances comparées, lim J, = 6. Ainsi, [ converge et [ = lim [, =2 x 6 = 12.
a——+00 a——+00

In(t)

dt
(1+1)3

Exercice 17. Pour a > 1, on pose [, = /
1

—In(a) +1 a dt
21 +a2 2/ 1+

, 1 1 1 1
2. a. Montrer que, pour tout réel ¢t > 0, m =777 i 1+ 107

1. A laide d’une intégration par parties, montrer que I, =

1
b. En déduire une primitive de ¢ — m sur ]0; +o0].
3. Déduire d tions précédent /W It =g - 2
. Déduire des questions précédentes que ———dt =-In(2) — -
q P R R I 4
Solution.
1. On pose
, 1
u(t) = In(t) u'(t) = i
1 1
)= ———— "(t) =
o) = 55 Y0 = G

On définit ainsi deux fonctions de classe ¢! sur [1;a[ donc, en intégrant par parties,

e e ()L () - e 2 [ e

1

2. a. Soit un réel t > 0. Alors,

1 1 1 T+t —t(I+t)—t 14242 —t—t2—t 1

t 1+t (1402 t(1+t)2 t(1+1)2 Tt +t)2




b. On en déduit qu'une primitive de la fonction ¢ —

1
+—.

fonction ¢ — In(t) — In(1 +¢) T3

1
m sur ]O,+OO[ est la

3. On déduit des questions précédentes que, pour tout réel a > 0,

In(a) 1 I
l,=—————=+—|In(t) —In(1+¢t)+ ——
2(1+a)2+2[n() n(l+0+ 7))
In(a) 1 1
=——"— 4+ 11 — In(1 —1In(1) +1In(2) — =
In(a) 1 a 1 1 1
-7 4z “n(2) — =
2(1+ a)? 2n<1+a)+2(1+a)+2n(> 4
1 1
Or, quand a tend vers —+oo, n(a) ~ n() qui tend vers 0 par croissance com-
2(1+a)? a?
parée. De plus, T7a "~ g = 1 donc agglm 5o~ 1 et, par continuité de In en 1,
lim ln( a ) = In(1) = 0. Enfin, lim ——— = 0 donc, par somme lim [, =
a—+00 1+a 2(1 + a) a—+00
1 oo Int 1 1
—In(2) — -. Ai / ———dt =-In(2) — -.
@) — g Alnst, | e dt =g @) -7



