¢ Corrigés des exercices du chapitre 5

Exercice 1. Dresser le tableau de variations sur R des fonctions suivantes.
1. f:ror— (22 — 22+ 3)°
T
1+ 22

2. g:x+—

Solution.

1. La fonction f est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables et, pour tout
r € R,
() =5x (20 —2) x (2* — 2z + 3)* = 10(x — 1)(2* — 22 + 3)~.
Pour tout réel z, 10(z? — 2z + 3)?* est positif donc le signe de f'(z) est le signe de z — 1.
Ainsi, f'(z) <0siz €]—o0;1] et f'(z) 2 0size[l;+o0[.
De plus, xgr-i{loo 22 —2x 4+ 3= lim 2% =+4ooet lim X° = +oo donc, par composition,

T—+00 X7 +o0
lim f(z) = +o0o0. De méme, lim z? —2r+3 = lim 2? = +ocet lim X° = 400
T——400 T——00 T——00 X7+
donc, par composition, lim f(x) = +4o0.
Tr—r—00
On aboutit done au tableau de variation suivant :
T —00 1 +00
+00 +00
Variations
de f
32

2. La fonction g est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables et, pour tout
reR,
, Ix(1+2%) —zx2r 1+2%—22° 1—x?
g(@) = (1+a2)2 T (1+22?2 (1+2)2
Pour tout réel z, (1 + x?)? est positif donc le signe de ¢'(x) est le signe de 1 — 2% =
(1 —2)(1+ ). Ainsi, ¢'(x) <0siz €]—oco;—1]U[l;00] et ¢'(x) > 0size[-1;1].

. . X . 1 . . x .
De plus, I gle) = lm = = lp o =0t In oo = lim &= lm =0
On aboutit done au tableau de variation suivant :
T —00 —1 1 +00

0 1

Variations \ / 2
de g \




Exercice 2. Soit n € N. Calculer la dérivée n-ieme de la fonction f : z — xexp(z).
Indication. On pourra calculer les dérivées premiere, seconde et troisieéme, conjecturer une
expression générale puis démontrer cette conjecture par récurrence.

Solution. La fonction f est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables et, pour
tout réel x,
fl(x)=1xe"+xe” = (x+1)e".

De méme, f’ est dérivable sur R et, pour tout réel x,
ffx)=1xe"+ (x+1)e" = (z+2)e"
et [ est dérivable sur R et, pour tout réel x,
fO@) =1x e+ (x+2)e® = (z+ 3)e”.

On peut conjecture de f est de classe €°° sur R et que, pour tout n € N et tout réel x,
0(2) = (2 + ne.

Montrons-le par récurrence. Pour n = 0, c’est vrai puisque, pour tout réel z, f0(z) = ze® =
(z +0)e”.

Soit k € N. Supposons que f*) existe et que, pour tout x € R, f®)(z) = (z + k)e®. Alors,
%) est dérivable sur R et, pour tout réel z,

FE (@) = (P (@) = 1 x e + (2 + k)e” = (z + k + 1)e”

donc la proposition est vraie au rang n = k + 1.
Ainsi, par le principe de récurrence, f est de classe > sur R et que, pour tout n € N et
tout réel x, f™(z) = (x + n)e®.

Exercice 3. Déterminer un équivalent de f au voisinage de a.

1. frzr— 2> —z+2eta=+0 2. fix— e +2’eta= 400
522 + 3z — 2
3. frxr—a*+3zcta=0 4.f:xr—>$++xleta:+oo
x
4 In(1 + 2?)
5. fix— ——eta=0 6. f:x— ——Feta=0
Jia I Jia 2r+1 ¢
Solution.
1. f est un polynéme donc f(x) o~ 3.
T x? 22

2. Pour tout réel x, M = 14+ — et, par croissance comparée, 1_131 — = 0 donc

lim /() =1et ainsi f(x) ~ e".

r—+o0 T r—~400

3. f est un polynéme donc f(z) ~ 3.
T—

2
x
4. Par quotient de fonctions polynome, f(z) ~ — clest-a-dire f(x) ~ bz,

r——+00 r—+00
x 1

5. Par quotient de fonctions polynoéme, f(x) ~o 3 c’est-a-dire f(z) N
z—0 T——+00

6. Comme lim 22 =0, In(1 + 2?) ~ 22 et, comme lim2z +1=1#0, 20 + 1 ~ 1. Ainsi,
z—0 z—0 x—0 z—0
par quotient, f(x) ~ z?

z—0



Exercice 4.

1. Déterminer un équivalent en 0 dans chacun des cas suivants et en déduire la limite en 0.

& fle) = 1_;2_1 b. f(z) = (1;2(?;?1:6 c. f(z) = (cosz ;;1) sin® z

2. Déterminer un équivalent en +oo dans chacun des cas et en déduire la limite en +oo0.

a. f(r)=+Va2+x—x  b. f(zr)=2In(1+2?)—22In(z) c. f(z) = 2?sin (1 + L)

x2

Pour b., utiliser une propriété du logarithme pour simplifier I’expression.

Solution.
1,2
—x T
1. 2 ~ ——,
a f( >x—>0 €T z—=0 2
—T XX
b. ~ —1.
f(.fE) $:0 1;2 z—0
22 o o3 T

1
2. a. Pour tout x > 0, f(z) ==z ( 1+ i — 1) et, comme — tend vers 0 lorsque x tend vers

x
1 1 1
+00, f(x) el T XX T
1 1
b. Pour tout z > 0, f(z) = z[In(1 + 2?) — In(z?)] = ( e ) 2>.
x

1 1
Comme — tend vers 0 lorsque z tend vers 400, f(x) ~ x X =
x?

r—+00 x—)-l—oo ;(;

. 1 1
c. Etant donné que — + — tend vers 0 quand z tend vers +o0,
r

flz) ~ x2<1—|—1> ~ o+1 ~

X I2 T—>+00 T—+00

Exercice 5. Déterminer I’ensemble de définition de chaque fonction et faire I’étude aux bornes.

1
fror— Va2 +1+va2 -1 g:x|—>:c21n<x+ ) hog— —2 .
T 14 ex
Solution.
e La fonction f est définie pour tout réel z tel que z2 —1 > 0 donc Dy = |—00; 0] U [1;400].

En 400 et en —oo, 22 + 1 ~ 22 et 22 — 1 ~ 22 donc f(z) ~ 2Va? ~ 2|z| et ainsi
lim f(x)= lim f(x) = +o0.

T—>+00
Au voisinage de —1 et de 1, 22 + 1 tend vers 2 et 22 — 1 tend vers 0 donc, par composition

et somme, lim f(z) = lim fz) = 2.

1 1 1
> 0. Or, pour tout x # 0, L—l—l——
x x

x
e La fonction f est définie si et seulement si
x
donc

1 1 1
Tt >0<—=1+—>0<«—=—>-1<x>00ux<—1.
s xr X

Ainsi, Dy = |—o00; —1[U]0; +o0].

1 1
Aux voisinages de —oo et de +o0o, f(z) = z*In (1 + ) ~x?x~ ~zdonc lim f(x)=—oc0

T T T——00
et l_1>m f(x) = +oo.



1 1
lim LI 0% et lim In(X) = —oo donc, par composition, lim In (az + ) = —00.
z——1- T X—0t z——1- X
Par ailleurs, lim1 2% = 1 donc, par produit, lirri f(x) = —o0.
T—r— r——1"

Pour tout z > 0, f(z) = 2 [In(x + 1) — In(z)] = 2® In(z + 1) — 22 In(z). Or, par composition,
lim In(x + 1) = 0 donc lim z?In(z 4+ 1) = 0 et, par croissance comparées, lim z?In(z) =0
z—0+t z—0+t z—0+t
donc, par somme, lim f(x) = 0.
z—0t

e f est définie si et seulement si x # 0 donc Dy = R*.

1
Aux voisinages de 400 et de —oo, — tend vers 0 donc, par composition, er tend vers 1 et
x

. T o : B . L
ainsi f(x) ~ 5 On en déduit que Iggloof(x) =400 et xl_l)lr_noof(:c) = —00.
lim — = —oco et lim e* =0 donc, par composition, lim ex = 0. Par somme et quotient,
z—0— X X——o0 o0

on en déduit que li%l f(z) =0.
x—0~

1 1
lim — = 400 et lim e® = +o0 donc, par composition, lim er = +o00. Par somme et
z—0t T X —+00 o0+

quotient, on en déduit que lim f(x) = 0.
z—0t
Exercice 6. Dans chaque cas, déterminer les limites de f aux bornes de Dy.

(z —2) -1 (z+1)%(z —3)

m 3. flz) = - 4. f(z) = 22 (z — 2)

1. f(z) = (x+2)er 2. f(z) =

Solution.

1. La fonction f est définie sur R*.

1
Aux voisinages de +o00 et de —oo, — tend vers 0 donc, par composition, er tend vers 1 et

x
ainsi f(z) ~ x + 2 ~ x. On en déduit que 1_1£1 f(z) =400 et lim f(z) = —o0.
lim — = —oco et lim eX = 0 donc, par composition, lim er = 0. Or, limz+2=2
=0~ X X——o0 z—0~ z—0

donc, par produit, liI(I)l f(z)=0.
x—0~

lim — =4o0et lim e* = 400 donc, par composition, lim ex = 4o00. Or, lim 242 = 2
z—0t T X —+o00 z—0t z—0
donc, par produit, lim+ f(z) = +oo.

z—0

2. La fonction f est définie sur R\ {0;1}.
2

Aux voisinages de +00 et de —oo, f(x) ~ x(x—:c) ~ —1 don xgrfwf(x) = $l_i>r_noof(x) =
—1.
. (—2)° : :
Au voisinage de 0, f(x) ~ ~ —donc lim f(x)=—o0 et lim f(z)= +oc.
x x z—0~ z—0t

iy (= 1 - _ - _
Au voisinage de 1, f(z) ~ 2~ 1—= donc IIE{E f(x) =+o0 et xlir% flx) = —o0.
3

> 0. Etant donné que la fonction

3. La fonction f est définie pour tout réel = tel que

x
cube est strictement croissante sur R et que 13 = 1, on a la tableau suivant :



xr —00 0 1 +00
signe de 2% — 1 - — 0 +
signe de x - 0 + +
signe de
7’ -1 + - 0 +
x
Ainsi, Dy = |—00;0[U [1; +o0].
3
-1
Aux voisinages de +o0o et de —oo, : ~ 2% donc f(x) ~ Va2 = |z|. Ainsi,
x
. -1 1 1
Au voisinage de 0, ~ —— donc f(x) ~ y/——. Ainsi, lim —— = 400 et
x 2=0- T

lim X = 400 donc par composition, lim

1
\/_7 = 400 et, par suite, lim f(x)
T z—0~

X =400 z—0~
+00.
3
—1
lim < =0 et lim v X = 0 donc par composition, lim f(z) = 0.
rz—1 €T X—0 rz—1t
4. D; =R\ {0;2).
3 X x
Aux voisinages de 400 et de —oo, f(z) ~ — ~ x donc lim f(x) = 400 et
T4 X x r—+00
lim = —o0.
T——00
13 x (=3 3
Au voisinage de 0, f(z) ~ inE_Q; ~ o3 donc lim f(x) = +o0.
Au voisinage de 2, £(z) ~ 2y b =0 done lim f(x) = o0 et lim f(x) =
u voisinage de 2, f(x 2 —2) " Az onc lim f(z) = +ooet lim f(z) =

—0OQ.

Exercice 7. Déterminer le développement limité de f a 'ordre indiqué en 0.

1. f:z+— 2+ 2+ 1 aTordre 2.

1
2.f:xr—>17—exél’ordr63.

4. f:x+— 1 —2++1+xalordre 3.;
6. f: 2+ (In(1+2))* a Pordre 3.

7. frx+— sin(z) — 1 a lordre 2. 8. f:x+— M a lordre 2.
cos(x) +1 sin(z)
Solution.
1. f(z) =1+ + o(x?).
x? 2 528
2. flx)=1+z+2*+ 2%+ o(a®) — <1+x+2+6+0(x3)> :?—F?—i—o(:c?’).
3 2 3
3. f(x) = (:c . +0(373)> (1 - (2? +0(x3)> = x—QxS—%—l—o(xS) = x—1631:3+0(:c3)
1 Lol Lel 1y 9 1 Ll _q
4. f(x):1+2(—x)—|—2(22 )(—m)2+2(2 6)(2 >(—x)3+o(a:3)1+2x+2(22 )x2+
11 1
1o
2<2 >(2 )$3+0(x3) :2—lx2+o(x3).



2 z? ?
=2 + 2z (—2 + 0(:172)> + (—2 + 0($2)> =2? — 2® 4 o(2?)
-1 —1 2 1 1
7. fa) = 2o L S PP S SO
x x 2 x
1—5+0(172)+1 2—?+0(x2) 1—Z+0(m2)
1 2 1 2
:(—2—1-+0(x2)>x<1+x4+0(a:2)>:—2—x8—i—g—t—o(ﬁ)
1 x? 9
——§+*—§+O(l’)
2 .3 2
x—%+$—+o(x3) 1—% m——ko(ﬁ) R 2
8. flr)= — 23 — 2,3 = (15 5 o) (145 o)
LE—E-FO(ZE?’) I—E—I—Oﬁ)
1+x2 x+x2+(2) x+x2+(2)
=1l+——-+4+—+4o0@*)=1-=+4+—=+o(x
6 2 3 2
Exercice 8.
1. Ecrire le DL3(0) dex»—>1 .
—x
1
2. En déduire le DL3(0) de x — 5
-z
1
3. En déduire le DL de v —» ———.
n déduire le DL3(0) de x B D)
Solution.
L. 4 =1+x+ 2%+ 2%+ o(2?).
—x

2. On en déduit que

2 133

1 1 1 1 AN T 1 = =z
= — = — 1 —_ —_ 3 3 = — — — R 3
-z 2°1-¢ 2(+$+(2)+(2>)+0(“> 2T it g T W)

3. Remarquons que, pour tout réel z, (1 —z)(2 —z) =2 —x — 2z + 2% = 2% — 3z + 2 donc

1 1 1
= X
2 —-3zx+2 11—z 2—=x

1z 2?2 23
:<1+x+$2+x3+0(x3)><—|—++—l—o(x3)>

24" 8 16
f1+x+$2+x3+x+x2+x3+x2+x3+x3+(3)
I R R T R E T AR B
1 3 7, 15
:§+1x+§$2+T6x3+0(x3)



Exercice 9.
1. Calculer le DL3(0) de f: 2 — In(1 + x) + 2¢”
2. Calculer le DL3(0) de f : 2 — In(1 — 2?)

In(1
3. Calculer le DL3(0) de f: 2 — ni +2)
Solution.
2 3 2 3 2 9.3
1. f(x):x—x—+x—+0(m3)+2 1—|—x+$——|—x—+o(x3) :2+3x+$—+i+o(x3)
2 3 2 6 2 3
2. f(x) = —2*+ o(z?)
R 2 2 2P
3. flz) = (x—2+3—|—0(x3)) (1+x—|—:c2—|—0(:c2)):x+x2+x3—5—5+§+0(x3)
+x2+5x + o(z?)
= — 4+ —+Fo(z
ST TG
Exercice 10. Déterminer le développement limité a 1’ordre 3 en 0 de :
241
1.f:a:r—>1n<x i1> 2. f:o—1In(l+sin(z)) 3. f:z+—In(1+¢€%)
x
4. f x> /3 + cos(z) 5. f: 1 eVt” 6.f:x|—>1n(1+\/1+:c>
In(1 — si
7. f:xr—In(3e" +e77) 8.f:xr—>M 9.f:xr—>Lm(x)
er —1 1 — cos(x)

Solution.

1. ln(xj_rll) In(1+2?)—In(14+2) = 2%+ o(2?) — (z— % +2 +o(z?)) = —x+322— Lo’ +o(a?)

z—Z- 4o(x3))? z—Z- 4o(z3))3
2. ln(l—l—asin(xz))zin(1+x—$—3+0( )) % x3)—( 6;( D7 L 62,:( ) +o(2?) =
r—L -+ 4o(@?)=2—3z +éx + o(z?)
3. In(1+e")=In(1+(1+z+% —1—‘%—1—( ) =mm@2+z+% Ny +0( %)) donc
2 B
1n(1+ex):ln[(1+2+4+12+0( ))]
22 g3
=In(2) +In(1+ = —
n(2) + In( +2—|—4—|—12—|—0( z%))
L e T (4242 4oa®)? (24242 40(2P))?
(2 ror )y _GTaoTT 2 T LT
n()+(2+4+12> 2 - 3
2 3 42 g3 4B ,
:ln(2)+§+z+ﬁ—§_§+ﬂ+0<l’)

4. \/3+cos (x) = \/3+(1——+0( ):\/4—””2+ (a3 —2\/1—12+0(m3)donc
3+ cos(x) = ( f(—§+0( 3))+0(m3)) 2 — 12?2 4 o(2?)
5. eV1ite — glt5— e L C e X eg_%JF%*O(xS) donc
2 3 x x? z3\2 T 22 z3\3
Itz et (5-%5+7%) G-F+%) 3
eV (+2 <ttt : + G +o(z”)

142 x2+x3+x2 T+ 4 o(a?)
= e _— — —_— _— = — —_—
2 8 16 8 16 48

—e+2x+@x + o(x?)



6. n(1+vI+az)=In(1+(1+2—-Z +2 4+0(a%)) =In2+2 = +2 +o(z*)) donc

In(1+vI+z)=In [2 (1+x—$2+$3+o<x3>>]

4 16 32

2 .3
zln(2)—|—1n<1+x—x+x+0(x3)>
_'_

_7_’_&_2_}_&_'_3:7_}_0(‘@3)
16 32 32 64 192

3 5)
=In(2) + Vi 3—2:62 + %x?’ + o(z%)

RS RS
|
&

7. In(3e*+e7*) = 1n(3(1+x+%2+%3)+1—x+§—%—Fo(f})) = ln(4+2x+2x2—|—%3+0(x3))

8.

9.

donc

T

In(3e” + e ) = In [4 (1 N A o(x?’))]

In(14x) _

2 2 12

2 2 12
x SC2 $3 x CC2 SC3
T 22+$3 (§+7+ﬁ+0($3))2+(§+?+ﬁ+0($3))3
2 2 12 2 3
T

2 1'3 12 {L‘3 {L‘3

= In(4 _ D v 3
n()+2+2+12 g 4+24—|—0(x)

2 3
:m@y+m<y+x+x+x-+dﬁ0

er—1

2 3 4 . 2 3
e e a R IR R e a2 AR

3
2 3 4 2 3 .
etiyHg g o) 1+5+T+gpto(a®)

X x X X
=1 - = - — — I - oz 3
276 a1t st
x 2 5
1t
2—|—12+0(az)
Ainsi,
In(1+ z) r a2 3 \ P ,
=|l1l—-=4+—==——-— 1— 24
x 22 x  ar a3 2P 3 3
B r ror_r_ 3
st ot T w3 g 1 o)
11
:1_$+§$2—ﬂ$3+0($3)
posin(e) _ S Eto(a®) _ E-Eigol) iy g8 g 2 0\ _ 1. 1.8 3
Tcos(z) 22 sl e = (5= & Hol@)(1+ 35 +o(z%)) = yo+ gz +o(2?)



Exercice 11. On cherche a calculer la limite de f : z —>

1. a. Déterminer lin%(x + cos(z) — €%).
z—
b. Déterminer lirré(ln(l + ) — sin(z)).
Tr—
c. Peut-on répondre a la question posée ? Pourquoi ?
2. Montrer que x + cos(z) — e* = —a? + 00(:1:2).
T—>
22
3. Montrer que In(1 + z) — sin(z) = - + go(:r2).
-1+ 00(1)
4. En déduire que f(r) = ———.
z—0
5. Lorsqu’on fait tendre x vers 0, que peut-on dire, par définition, de 00(1) ?
Tr—
6. En déduire la limité cherchée.
Solution.
1. a. Par somme de limite, lig(l)(x +cos(z) —e®) =0+1—-1=0.
b. Pa somme de limite, hII(l)(ln(l +x) —sin(z)) =0+0=0.
rT—r
c. On ne peut pas conclure car on aboutit a une forme indéterminée.
2 2
2. x+cos(z)—e*=x+1— %—l—o(zﬂ) — <1+x—|—x2+0(x2)> = —2% + o(2?).
x? x?
3. In(1+z) —sin(x) =x — 5+ o(x?) — (z + o(2?)) = -5t o(x?).
—z? 2 2(—1 1 —1 1
4. On en déduit que f(z) = xQ + o) = xz( 1+0( ) = 1+0( )
~Sola?)  a(—f+oll)  —f+o(l)
5. Par définition, o(1) tend vers 0 lorsque x tend vers 0.
—1
6. On déduit que 1%($) =—=2
* T2
25
Exercice 12. On cherche a calculer la limite de f : z — en 0.

x + cos(x) — e”

0.
In(1+ z) — sin(x) o

In(1 4 2?) — xsin(z)

1. a. Déterminer lim x°.
x—0

b. Déterminer liH(l) In(1 + 2?) — zsin(z).
T—

c. Peut-on répondre a la question posée ? Pourquoi ?

4
2. Montrer que In(1 4 z?) — zsin(z) = —% - 20(375).
x
3. En déduire que f(z) = ———.
x—0

4. En déduire la limité cherchée.

Solution.

1. a. limz® = 0.

z—0

b. Par somme et produit de limites, lim In(1 + 2?) — zsin(z) =0—-0x 0= 0.
T—

c. On ne peut pas conclure car on aboutit a une forme indéterminée.



22 3 4
2. In(1 + 2?) — wsin(z) = 2% — (x2) +o(x%) — x (x Ty 0(x4)> = —% + o(x°)
3. On en déduit que
5 5
fl@) = — - -

—& + o(aP) g (—% + 0(90)) - 5 +o(x)
4. Comme o(x) = xo(1), hgtl) o(z) = 0, par somme somme et quotient de limites, h_)r% f(z) =0.

Exercice 13. En utilisant les développements limités, déterminer les limites suivantes.

—1 in (z) — N Viti—1-1t
T A P S T L) e Y Al . SIS 2
z—0 x2 z—0 3 z—0 x2 t—0 t2
1
In (1 — In(1— 1 5—-1-%
5. lip (LT 2) =@ 6. lim (L= W)+ 7 him LT =15
x—0 1;2 u—0 u x—0 x2
Solution.
cos(x)—l_l—%2+o(x2)—1_—%2+0(a:2)_ 1 _cos(z)—1 1
,’L‘2 == I‘Q == Jj2 == _§+0(1) dOIlC ill}(l)T = —5
3 3
i — r—% 4o(xd) -z —L +o(2? 1 i -
2. sine) — 2 _ 6 (@) = 8 ( )z——+0(1) donc limism(x) -
1x3 3 3 6 =0 3
&
T _1l—z 1 o 11—z = 2 v _1—
5 © 2 z _ +x+2+z(x) T _ 2+(2)(x)_7+0(1)donchme : T _
1 x xr xT z—0 €T
2
1,1
VIFi—1-t 1+4h428 0 5@y 1-t L2442 1
4. > 2 _ 2 2 5 () 2 — 8t2( )——8+0(1)d0nc
Vitt—1-1 1
lim i 2 =,
t—0 12 8
In(1 +z) — —Z 4o~ —ZL 4 o(a? In(1 +z) —
5. ( +f) R Z<I) SR QO(x)Z—f%—O(l)donchm al —1—291:) -
1 z T z =0 z
—5
In(1 — — In(1 —
5 n( u)+u: u+0(u)+u_0(u):O(l)donchm n( u)—i—uzo.
U u U u—0 U
Ta)s—1—2 14436020 502 12 22 p(y2
” ( )2 3 _ 3 2 . (%) 2 __ 9 2( ):——+0(1)donc
T T T
(45 -1-2 1
lim =——.
x—0 2 9

In(z)—x+1 . Vr+2-3-1% 3 hmexp(x—Q)—i—l—x
Taol o (p—1)° e (z+1) a2 (z —2)



Solution.

o In(z)—az+1 : . L
1. Considérons f : x —> <()1)2 On va faire un développement limité de f au
x J—
voisinage de 1 donc pour cela, on considere la fonction g définie par

g(h):f(1+h):ln(l—l-h)—(l—i-h)—i-l_ln(1+h)_h'

(1+h) -1 h?
. h="5+ 0 (W) =h 1
Ainsi, g(h) = 2 =3 +hgo(1) donc f(z) =gz —1) = —5 +m31(1)'
Ainsi, lim M = —}.
:B—|—2—%—E

2 On va faire un développement limité de f au

2. Considérons f : x — 5
r+1)
voisinage de —1 donc pour cela, on considere la fonction g définie par

V—1+h+2 f——ljh  V1+h-1-1%

g(h) = f(~1+h) =

(~1+h+1) B h?
1+1h+2 Up2 ¢ o (h?) —h—"
Ainsi, g(h) = 12 2 =—31.% (1) donc il s’ensuit que
1 o AT+2-32-12 1
flx)=g(z+1) = ~3 + x—?—1(1)' Ainsi, a;ll}r—ll o )2 =-3
exp(r —2)+1—x

3. Considérons f : x — . On va faire un développement limité de f au

(x —2)°
voisinage de 2 donc pour cela, on considere la fonction g définie par

exp(2+h—2)+1—(2+h) e"—1—-h

g(h) = f2+h) =

(24 h—2)? h2
1+h+"% 4+ o (h?)—1—h 1
Ainsi, g(h) = ;’;0 =5 + hgo(l) donc f(z) = g(x — 2) =
;+ 0 (1). Ainsi, lim eXp(m(;f););l T ;
In(l+z)—x

Exercice 15. Soit f la fonction définie sur |—1;+oo[ par f(z) = 5
x
1. Montrer que f peut étre prolongée par continuité en 0 et que ce prolongement est dérivable
en 0. On note encore f ce prolongement.
2. Quelle est alors la position relative de la courbe de f par rapport a sa tangente au

voisinage de 07

Solution.
L _x—§+o($2)—$_ 1 done 1 B 1A' _ ¢ vrol
. flx) = o =—3 +o(1 )1 onc xlgéf( x) = — - Alnsi, on peut prolonger f
par continuité en 0 en posant f(0) = —5
Pour tout x # 0,
In(14z)— 1 x—ﬁ-i-ﬁ-i—o(w?’)—a: 1 1 4+ — 4+ ( ) + =
fla) = f0) _ 5= +3  — % To_ 27370 L,
x—0 T T T 3



1 1
2. L’équation réduite de la tangente 7" a € en 0 est y = gx ~ 3 Or,
z? x? z? 4 2
r—=5+ 5T +o@) -2 1 1 oz 1

1 1 2
donc f(z) — (335 — 2) —— + o(z*). Ainsi, au voisinage de 0, Pécart entre € et T' est
2

x
du signe de ~7 c’est-a-dire négatif donc, au voisinage de 0, € est en dessous de T'.

Exercice 16. Montrer que la fonction f définie sur R* par f(x) =

x

1 peut étre prolongée
en une fonction de classe ¢! sur R.

Solution. Par opération sur les fonctions de référence, f est de classe € sur |—oo; 0] et sur
105 400

Au voisinage de 0,

fz) =

T T 1
= = > 1
l+z+o(x)—1 z+4o(zr) 1+o0(l) =0

donc f se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 1. Des lors, au voisinage de 0,

" - x 1 — T
f@) = f0)  F5-1  TeiZeen b mErewm ! 1-f4o() -1 1

— fd fd — — ]_
z—0 T T T x 2 +ol)
— 1 1
donc lim M = ——. Ainsi, f est dérivable en 0 et f’(0) = ——. De plus, pour tout
=0  x—0 2 2
x # 0,
Ix(e*—1)—xxe® e"—1—uaxe”
f/(l') - ( T ) 2 - x 2
(er — 1) (er —1)
donc, au voisinage de 0,
) = 1+x+%2+0(x2)—1—$(1+x+0(:1:)) B C%+0(£2) _ 332(—%%—0(1)) —1+o0(1)
(1+z+o(x) —1)2 (x + o(x))? 22(1+0(1))2 (1 +o0(1))2
1
Or, par définition, lin%) o(1) = 0 donc, par somme produit et quotient, lig% f(x) = —5 = 1/(0).
xr—r x

Ainsi, f’ est bien continue en 0.
Ainsi, on conclut que f se prolonge en une fonction de classe 6 sur R.

1

Exercice 17. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = T o
eﬂf

1. Déterminer le DL3(0) de f

2. En déduire une équation de la tangente 7 a la courbe de f au point d’abscisse 0.

3. Etudier la position relative de la courbe de f et de T au voisinage de 0

Solution.
1.
1

1
T) = = - X
fl@) I+1+2+Z+2Z 40(a8) 2 14+L+Z 42 40(a)

1 x x  xd r x3 2 x 2  xd ’

L Y 3 x  ox o _fr T 3 3
2[ <2+4+12+0(x)>+<2+4+12+0( )) 2+4+12+0(zr) + o(z”)
1

2

;.2 x? x3+x2+x3 x3+(3)
————— — 4 — 4+ — = —=+ox
2 4 12 4 4 8

—_




1
2. On en déduit que I’équation réduite de T est y = ——x + —.

1 3
donc f(z) = 3~ % - i—8 + o(z?).

1

4 2
3

x
3. L’écart entre 6 et T au voisinage de 0 est du signe de 8 donc la courbe est en dessous

de la tangente a gauche de 0 et au-dessus a droite de 0.

Exercice 18. Soit f : R — R la fonction définie par f(z) = In(2? + 2z + 2).

1. Démontrer que f est bien définie sur R.

2
2. a. Montrer que, pour tout réel z, f(z) = In(2) + In (1 +r+ UZ)

b. En déduire le DL3(0) de f.

3. Déterminer une équation de la tangente a la courbe représentative de f en 0 et montrer

que la courbe traverse sa tangente.

Solution.

1. Le discriminant de 22 + 2z +2 est A =22 —4 x 1 x 2= —4 < 0 donc z% + 2z + 2 est du

signe de a = 2 > 0 sur R. Ainsi, pour tout réel z, 2% + 22 +2 > 0 donc f est bien définie
sur R.

. a. Pour tout réel z,

f(x)—ln<2 (5622+x+1>> —1n(2)+1n<1+x+“;).

b. On en déduit que

x
2 2 3 2
2 .2 .3 3
=In2) +z+— "= — = — s
n()—l—x+2 5 2+ + o(x?)
23
=In(2) + 2 — — +o(z?)

. On en déduit que la tangente & €5 en 0 a pour équation y = = +1n(2) et que I'écart entre
3

x
la courbe et la tangente au voisinage de 0 et du signe de 5 donc ce signe change lorsque

x change de signe ce qui signifie que la courbe traverse la tangente. (Plus précisément, la
courbe est au-dessus de la tangente a gauche de 0 et en dessous a droite.)

Exercice 19. On se propose de calculer un DL3(0) de la fonction tangente de deux maniéres
différentes.

1.

Premiére méthode

1
Calculer le DL3(0) de x —
cos(z)

et en déduire un DL3(0) de tan.

. Seconde méthode

a. Vérifier que, pour tout x € }—g ; %[, tan’(z) = 1 + tan?(z).
b. Déterminer DL;(0) de tan.



c. En déduire le DLy (0) de x — 1 + tan?(x).
d. En utilisant la question 2.a., en déduire le DL3(0) de tan.

e. En appliquant & nouveau la méme méthode, en déduire le DL5(0) de tan.

Solution.

1 1
1. = =1+ 2 4 o(z*) donc

cos(x) 1-— % + o(z3)

cos(z)
3 3
:x+%—%+0(1’3)
3
S )

2. a. pour tout x € }—g;%{,

cos(x) X cos(z) — sin(x) x (—sin(z)) _ cos?(z) + sin?(z)
cos?(x) cos?(x)

)2 =1+ tan®(z).

tan'(x) =

N <sm(m)
cos(z)
b. Le DL;(0) de tan est tan(x) = tan(0) + tan’(0)z + o(x) = 0 + 1lx + o(z) = = + o(x).
c. On en déduit que 1+ tan?(x) =1+ (z + o(x))? = 1 + 2% + o(2?).
d. Par primitivation des développements limités, on en déduit que
3 3

tan(z) = tan(0) + = + % +o(2’) =2 + % + o).

3 2 4
2
e. Il s’ensuit que 1 + tan?(z) =1+ (a: + 4 0(x3)> =1+a2*+ —g + o(z?) et donc,

3
. z 2a° Sy
en primitivant, tan(x) = tan(0) + x + 3 + T3 E + o(x”) c’est-a-dire
3 228
t Tt 5,
an(z) =z + 3 + 15 + o(x?)

Exercice 20. Montrer que la fonction x — ze® réalise une bijection de R dans R puis donner
un développement limité a I'ordre 5 de f~! en 0.

Solution. La fonction f est de classe € sur R comme composée et produit de fonctions
@ et, pour tout x € R,

) =1xe" +2x (22e”) = (1+ 22" >0

donc f est strictement croissante sur R. De plus, lirf =+ooet lim = —oo donc, f réalise
T—>+00 Tr—r—00

une bijection de R dans R. De plus, sa réciproque f~! est aussi de classe € donc elle admet un
développement limité a I'ordre 5. Comme f est impaire, f~! aussi donc ce DL est de la forme
[ Hz) = ax + bx® + cx® + o(2P).

On va trouver a, b et ¢ en utilisant le fait que f~'(f(z)) = x pour tout réel z.



On a
5

4
f<x>=xew2:x(1+x2+”;+o<x4>) o+ D o)
donc
5 5

= f1(f(x)) :a<x+x3—|—$25> +b<a:+a:3+x2+o(a:5)> +c<x+x3~|—$2+0(x5)> + o(2”)

5
=az + axr® + % + bx® + 3ba® + cx® + o(x”)
=ar + (a +b)z® + (CQL —|—3b+c> 2° + o(2%)
Par unicité du développement limité, on en déduit que a =1, a+b=0et §+3b+c =0 ie.
a=1,b=—-1etc=2 Ainsi, [ (z) =2 — 2® + 22° + o(zP).

Exercice 21. Soit n € N. En calculant de deux facons différentes le développement limité a

: = (n) (=15
Pordre n de z — (e” — 1)™, calculer, pour tout k € [0,n], > | . o
j !

J=0

Solution. D’une part, ¢ — 1 = x 4 o(z) donc (¢ — 1)" = (z + o(x))" = 2™ + o(z") et,
d’autre part,

(" —1)" = Zn: (”) e (—1)" 7 = Zn: <n> (=1)" i <(j,z>kxk + 0(93”)>

J

Jj=0 J=0 k=0
n n —1)n—J ik

:Zz<n>( )' j:L‘k—i—O(l’n)
k=0;=0 \J k!

Par unicité du développement limité, on en déduit que

zn:(@>(_1)kn!—jﬁ:{0sije[[0,n—1ﬂ

=0 \J Isij=n



