¢ Corrigés des exercices du chapitre 6

Exercice 1. Soit (A;)_y+ une suite d’évenements et n € N*. Exprimer les évenements suivants
a ’aide des évenements A; :

1. B : « au moins un des évenements Aq, As, ..., A, se réalise ».

2. C': « au moins un des évenements de la suite (A;);en- se réalise ».

3. D : « aucun des évenements A;, As, ..., A, ne se réalise ».

4. E : « aucun des évenements de la suite (A;);en+ ne se réalise ».

5. F : « Ay est le seul des évenements de la suite (A;);en+ qui se réalise »
6. G : « un seul des évenements A;, As, ..., A, se réalise ».

7. G : « un seul des événements de la suite (A;);en- se réalise ».

Solution.
i=1
+00

2. C - U Ai~

i=1 =2
6. G=J|An|NAl|l=U]|4nUA
k=1 =1 k=1 i=1
ik ik
+o0o +oo +oo +o0o
k=1 i=1 k=1 i=1
ik ik

Exercice 2. On tire successivement et avec remise des boules dans urne contenant 1 boule
rouge et 9 boules blanches. Pour tout ¢« € N*, on note R; ’évéenement « la i-eme boule tirée est
rouge ». Soit n € N*. Traduire en langage courant les évenements suivants :

n n “+oo “+o00
A=JR B=\R C=R D=UR
=1 =1 =1 =1
+o00 +oo +00 +00 +00 +00
E=(R F=NT& ¢=U NE H=UR
=1 =1 k=1 1i=k k=1 1i=k
Solution.

A . « Parmi les n premieres boules tirées, au moins une est rouge ».
B : « Les n premieres boules tirées sont rouges ».

C' : « Au moins une des boules tirées est rouge ».

D : « Au moins un des boules tirées est blanches ».



E : « On n’a tiré que des boules rouges ».

F : « On n’a tiré que des boules blanches ».

G : « A partir d’un certain tirage, on n’a plus tiré que des boules rouges » ou encore G :
« on a tiré un nombre fini de boules blanches »

H : « on a tiré une infinité de boules rouges ».

Exercice 3. On dispose d'un jeu de 32 cartes.

1. On tire une carte au hasard. Quelle est la probabilité d’obtenir un as? d’obtenir un
pique ? d’obtenir ’as de pique ?

2. On tire simultanément 3 cartes au hasard. Quelle est la probabilité d’obtenir au moins
un as? au moins un pique ? au moins un as et un pique ?

Solution.

1. Par équiprobabilité, la probabilité de tirer un as est ?% = %, la probabilité de tirer un
pique est 38—2 = i et la probabilité de tirer ’as de pique est 3—12

2. L’univers est ici 'ensemble €2 des combinaisons de 3 cartes parmi les 32 donc Card(f2) =

32> __ 32x31x30
— 6

3
bilité P sur 2.

Notons A : « Obtenir au moins un as ». Alors, A est ’événement « Ne pas obtenir
d’as » c’est-a-dire les 3 cartes sont une combinaison des 28 cartes qui ne sont pas

des as donc Card(A) = (28) = 22T — 3976. Dés lors, P(A) = 3216 — 819 qonc

3 6 4960 1240
_ 1 819 _ 421
P(4) = 1240 — 1240°

Notons B : « Obtenir au moins un pique ». De méme, B est 'ensemble des combinaisons
des 24 cartes qui ne sont pas des piques donc Card(B) = (24) = %63“2 = 2024. Deés

3
) — 2024 __ 253 1 _ 253 _ 367
lors, P(B) = To60 = & donc P(B) = 30 = 50

Notons C' : « Obtenir au moins un as et un pique ». Alors, C = ANB donc C = ANB =
AUB et ainsi P(C) = P(A)+P(B) —P(AN B). Or, AN B est 'événement « N'obtenir
ni un as ni un pique » ce qui revient a choisir 3 cartes parmi les 21 qui ne sont ni des as

ni des piques. Ainsi, Card(ANB) = (231) = 2 — 1330 donc P(ANB) = 1238 = 228

: "\ _ 819 253 133 __ 397 _ 397 99
Flnalement, P(C) = 1240 =+ 620 496 — 496 dOHC P(O) = — 196 — 396

= 4960. Il y a équiprobabilité des tirages donc on considere I’équiproba-

Exercice 4. Une urne contient une boule blanche et une boule rouge.
On tire dans cette urne une boule, on note sa couleur et on la remet dans I'urne accompagnée
de deux autres boules de la méme couleur puis on répete 1'opération.

1. Soit n € N*. Quelle est la probabilité p, que les n premieres boules tirées soient rouges ?

2. En utilisant une série, montrer que lim In (i) = +o00.
n—+oo Pn

3. En déduire la limite de (p,,) lorsque n tend vers +occ.

Solution.

1. Pour tout n € N*, on note R, I'’évenement « la n-iéme boule tirée est rouge ». Alors,
d’apres la formule des probabilités composées,

pm=PRiNR:N---NR,) =P(R)P(Ry | Ry)---P(R, | RiNRyN---NR,_1).

Or, pour tout k£ € N* si Ry N Ry N--- N Ri_; est réalisé, on a ajouté dans 1'urne

2(k — 1) boules rouges donc P(Ry, | RiNRaN--- N Ry_q) = ;Eijgi; = 21 Ainsi,
1 2n—1

=Ll w3 w...
Pn =73 XX X =




2. Pour tout n € N*,

1 2 4 1
nl—)=—-In(2x=x--. 1 In(1
n(pn> n(1X3X 2n—1> kZln<2k_1) kz:ln<+2k—1>

Or, In ( 2k1 1) Nkt oo i et la série de terme général % diverge donc la série de terme

général In(1 + 5)

diverge. On en déduit que 1_1&1 ln(pi) = +o0.
3. Pour tout n € N*, ln(p—ln) = —In(p,) donc p, = exp(— ln(p—ln)) Sachant que hrf ln(pi)

+00, lim —In(L1) = —cc et, comme lim e® = 0, par composition, lim p, = 0.
n——+oo Pn T——00 n—+00

Exercice 5. Un joueur, disposant d’une piece bien équilibrée, joue au jeu suivant :

1. a la premiere étape, il lance une fois la piece; s’il obtient pile, il gagne la partie et le jeu
s’arréte et, sinon, il passe a la deuxieme étape;

2. a la deuxieme étape, il lance deux fois la piece; s’il obtient deux fois pile, il gagne la
partie et le jeu d’arréte et, sinon, il passe a la troisieme étape;

3. on continue ainsi, sachant qu’a la k-éme étape, la joueur lance k fois la piece et gagne s’il
obtient k fois pile.

On note, pour tout n € N*, A, : « le joueur n’a toujours pas gagné la partie a l'issue de la
n-ieme étape ».

1. Calculer, pour tout n € N*, la probabilité p,, de I’événement A,,.

2. En utilisant une série, montrer que lim In (i) converge.
n—+4o0o Pn

3. En déduire que (p,) converge vers une limite ¢ > 0.

Solution.

1. Soit n € N*. On a les inclusions suivantes : A, C A, C ---Ay C A; donc A, =
AiNAyN---NA,. Ainsi, d’apres la formule des probabilités composées ;

Or, pour tout k > 2, si Ay N Ay N ---N Aj_; est réalisé alors le joueur passe a la k-iéme
étape, lancer k fois la piece et la probabilité qu’il gagne est (%)k donc la probabilité qu’il
ne gagne pas est 1 — 2% Des lors,

91 221 on _ 1
—P(A,) = (1-)---(1—): .
p (4n) = 3 92 on 9 T2 TN Tom

2. Pour tout n € N*,

ln<pln>:ln<231><222j1><--- ) Zlﬂ<2k ) Zln<1+ 11>

Or, ln( 2,3 1) k400 Qk et la série de terme général - 55 converge (car 0 < % < 1)

donc la série de terme général In(1 + 55— 1) converge vers une limite a. On en déduit que

lim ln( -) = a.

n——+00
3. Pour tout n € N*, ln(pin) = —In(p,) donc p, = exp(— ln(pin)) Sachant que hrf ln(pn) =
a, 1_131 — ln( ) = —a et, par continuité de la fonction exp sur R, 1_131 P, = €% Ainsi,

(pn) converge vers une limite £ = e~ > 0.



Exercice 6. Deux archers tirent chacun leur tour sur une cible. Le premier qui touche la cible a
gagné et le jeu s’arréte. Le joueur qui commence a la probabilité p; € |0;1[ de toucher a chaque
tour et le second la probabilité p, € |0;1[. Pour tout n € N*, on note A, : « la cible est atteinte
au tour numéro n ». On suppose que tous les tirs sont indépendants.

1. Calculer P(A4,), P(Ay) et P(A3).

2. On note J; I'événement « le premier joueur gagne ». Exprimer J; en fonction des évene-
ments A, et en déduire la probabilité que le premier joueur gagne.

3. Calculer P(Jy), la probabilité que le second joueur gagne.

4. Montrer que le jeu se termine avec une probabilité égale a 1.

5. Si p1 = po, le jeu est-il équilibré ?

Solution.

1. Par définition, P(A4;) = p;.
Ensuite, pour qu’il y ait un deuxieme tour, il faut que le joueur 1 ait raté la cible au
premier tour donc Ay, C A et ainsi Ay = A; N Ay. Par la formule des probabilités
composées, on en déduit que P(Ay) = P(A4)P(Ay | A1) = (1 — p1)po.
De méme, A; C A, donc

P(A;) = P(A2)P(A3 | A2) = (1 — (1 — p1)p2)p1-

2. Le joueur 1 ne peut gagner qu’a un tour impair et a condition que la cible n’ait pas été
+oo
atteinte avant. Ainsi, J; = U A NAyN---N Ay N Agipr. 1l Sagit d’une union disjointe

k=0
donc, par la formule des probabilités composées,

+o00 L - - - - L
P(Jl) - Z P(Al)P<A2 | Al) e P(Agk ’ Al N AQ n---N A2k71>P(A2k+1 ‘ Al N A2 NN AQk)
k=0

+oo

= Z(l —p1)(I—=pa2) - (1 —p2)ps

= Z_:(l _p1>k<1 —pz)k]h

=pi Y [(1=p)(1 = p2))*

k=0
1

1—(1=p)(1—p2)
P1

P+ Dpe— Do

“+o0o
3. En raisonnant de méme, J, = U AN AN - N Aggrg N Aggao. Il s’agit d’une union

k=0
disjointe donc, par la formule des probabilités composées,



+o00 L - e L - o
P(J) => P(A)P(Ay | A1) P(Agr | AN Ay e - N Aoy ) P(Aspyn | Ay N A3 N - N Agiyn)
k=0

+oo

= Z(l —p1)(1 _p2) T (1 _p2)(1 —p1)p2

+oo
= Z(l - p1>k+1<1 - pz)kp2
k=0

+oo

= (1—p)p2 Y [(1 = p1)(1 —p2)]"

k=0
_ P2—Ppip2
D1+ D2 — P1p2

4. Le jeu s’arréte si J; ou Jy est réalisé donc, comme ces deux évenements sont incompatibles,
la probabilité que le jeu s’arréte est

J— _l’_ —
P(J1 U Jg) _ P(Jl) i P(JQ) _ Y41 i P2 — Pip2 _ P1 T P2 — P1P2 1
pP1+p2—pip2 P1+PpP2—pip2 P1+ P2 — P12
. _p2 _
5. Sip; =pyalors P(J;) = 2pfip% = 2_1p1 et P(Jy) = 2’;_’;}% = ;_% et 1 —py <lcarp >0

donc le joueur a plus de chance gagner (ce qui est cohérent puisque c’est lui qui commence
a tirer).

Exercice 7. Un tricheur dispose de 4 pieces : 3 pieces habituelles bien équilibrées et une
piece, truquée, possedant deux cotés pile. Il prend une piece au hasard et la lance. On note T'
I’évenement « la piece est truquée » et A I’événement « on obtient pile lors du lancer ».

1. a. Quelle est la probabilité de T 7
b. Si la piece est truquée, quelle la probabilité d’obtenir pile?
c. Quelle est la probabilité de choisir la piece truquée et d’obtenir pile ?
d. Quelle est la probabilité d’obtenir pile ?
2. Le tricheur a obtenu pile. Déterminer la probabilité que ce soit avec la piece truquée.

3. Le tricheur parie qu’il va obtenir pile. S’il obtient pile, il gagne a euros, sinon il perd 1
euro. On note G la variable aléatoire égale a son gain algébrique.

a. Quelle est la loi de G et quelle est son espérance ?

b. Comment choisir a pour que le jeu reste équitable méme avec la piece truquée ?

Solution.

1. a. Par équiprobabilité, P(T") = i.

b. Comme la piece truquée possede deux cotés pile, P(A | T) = 1.

c. La probabilité que le joueur choisisse la piece truquée et d’obtenir pile est P(T'N A) =
PTPA|T) = i x 1= i.

d. Les événements T et T forment un systéme complet d’événements donc, par la formule
des probabilités totales,

P(A) =P(T)P(A|T) +P(T)P(A|T) =



2. La probabilité qu’il ait lancé la piece truquée sachant qu’il a obtenu pile est P(T | A) =
PANT) + 1 8 2
P(4)

Nm\m»—‘

=-X_-=-.
4 5 5
3. a. Par définition, G(Q2) = {—1;a} et laloi de G est donnée par P(G' = a) = P(A) =
P(G = —1) =P(A) = 2. Dés lors, l'espérance de G est E(G’) =ax3+(-1)x%= 0 _3.
b. Le jeux est équitable sur E(G) = 0 c’est-a-dire si a = 2 = 0,6.

Exercice 8. Dans une maison, deux pieces (une chambre A et un salon B) sont reliées entre elles
de la maniere suivante : A s’ouvre sur B et B s’ouvre sur I'extérieur. Une guépe, initialement
dans la picce A, voudrait sortir & P’air libre. A chaque instant n € N*, son trajet obéit aux régles
suivantes :

e si elle est dans la piece A a l'instant n, alors a l'instant n + 1, elle reste en A avec une

probabilité 3 et, sinon, elle passe dans la piece B

e si elle est dans la piece B a l'instant n, alors a instant n + 1, elle retourne en A avec

1 1
une probabilité 7 elle reste en B avec une probabilité g ou elle sort a l'air libre avec une
1
probabilité 1

e Enfin, lorsqu’elle est a air libre, elle ne revient plus dans la maison.

Pour tout entier n € N*, on note A,, : « la guépe est dans la piece A a I'instant n », B, : « la
guépe est dans la piece B a U'instant n », D,, : « la guépe est dehors a I'instant n » et S, : « la
guépe sort entre l'instant n et 'instant n + 1 », et on note a,, b,, d, et s, leurs probabilités
respectives.

1. Déterminer les probabilités de aq, by, s1, as, ba, So.

2. Sachant qu’a 'instant 2, la guépe est en A, quelle est la probabilité qu’elle aille en B a
I'instant 37

3. Déterminer, pour tout n € N*, une relation entre a,1, a, et b, d'une part et entre b, 1,
a, et b, d’autre part.

Justifier que, pour tout entier n > 2, b, = 2a,,.
En déduire, pour tout entier n > 2, ’expression de a,, et b, en fonction de n.
Déterminer la probabilité que la guépe soit dehors a l'instant 10.

Déterminer les limites de (a,) et (b,) quand n tend vers +o00 et interpréter ce résultat.

® N> o

1
Justifier que pour tout entier n > 2, s, = an et en déduire s,, en fonction de n.

Solution.

1. Initialement, la guépe est dans la piece A donc a; = 1 et by = 0. De plus, la piece A ne
s’ouvre pas sur 'extérieur donc s; = 0.

D’apres I’énoncé, et sachant qu’a 'instant 1 la guépe est dans la piece A, ay; = 3 et

by = 3" De plus, comme la guépe ne peut sortir que si elle se trouve dans la piece B,

2 1
SQ = BQ N SQ donc SS9 = P(BQ)P(SQ | BQ) = g X = 8

A~ =

2
2. D’apres 'énoncé, P(B; | Ag) = 3



3. Soit n € N*. Les évenements A,,, B, et D, forment un systeme complet d’évenements
donc, d’apres la formule des probabilités totales,

apt1 = P(An+1) = P(An)P(AnH ‘ An) + P<Bn)P(An+1 ’ Bn) + P(DH)P(AnH ’ Dn)

1 1
= —+b - +d
an><3+ n><4+ n X0

11
= —an + -b

et
b1 = P(Bn1) = P(A))P(Buy | An) + P(BL)P(Byt | By) + P(Dy)P(Byi | Dy)
= X 2 + b, X 1 +d, x0
2 1
= 5 Un *bn
50 T3

4. Soit un entier n > 2. Alors, n — 1 > 1 donc, d’apres la question précédente,

2 1 1 1
b, = =a,_ b, 1 =2 =a,_ ~b,_1| = 2a,.
gin=1 gt (3“ 1y 1) ¢
1. 1 5
5. On en déduit que, pour tout n > 2, a,11 = gan + Z<2a") = Ban donc (ay)n>2 est une

suite géométrique de raison 6 et de premier terme ay = 3 et ainsi, pour tout entier n > 2,

s o 2 /5 n—2

6. Pour tout n € N*, A,, B, et D, forment un systéme complet d’évenements donc
a, + b, + d, = 1. Des lors, la probabilité que la guépe soit dehors a I'instant 10 est

17573 2 /5\® 5\
dio=1—am—bo=1—=(2) —=(2) =1-(2
10 @10 7 B0 3 (6) 3 <6> <6>

)
7. Comme —1 < 6 <1, lim a,= lim b, =0.Or, pour tout n € N*, d,, =1 — (a,, + b,)

n—-+00 n—-+4o0o

donc lir+n d, = 1 donc la guépe finit presque stirement par sortir.
n—-+0o0

1 1
8. Soit un entier n > 2. Alors, S,, = B,NS, donc P(S,) = P(B,)P(S, | B,) = b, X 1= an.

1 2/5\"2 1 /5\"?
On en déduit que, tout n > 2, 5, = - () :() .
n en dedult que, pour tout n S 1 X 36 6 \G

Exercice 9. On considére un joueur de fléchettes qui, a chaque fois qu’il lance une fléchette, a une
chance sur 1000 d’atteindre le centre de la cible. On suppose que les lancers sont indépendants.

1. Pour tout n € N*, on note T}, : « le joueur atteint le centre de la cible n-ieme lancer ».
“+oo
a. Décrire en francais I’évenement 1" = U T,.
n=1
b. Expliquer pourquoi calculer P(7") a I'aide de la question précédente n’est pas simple
(et on ne demande pas de la faire).

2. Pour tout n € N*, on note S, : « le joueur atteint le centre de la cible pour la premiere
fois au n-iéme lancer ».
“+o0
a. Décrire en francais I’évenement S = U Sh.

n=1



b. Pour tout n € N*, déterminer P(S,,).
c. En déduire P(S). Interpréter ce résultat.

Solution.

1. a. T est I’évenement « le joueur atteint au moins une fois la cible en réalisant une infinité
de lancers ».
b. Les évenements 7T, ne sont pas incompatibles donc il est difficile de calculer la
probabilité de leur union.
2. a. L’évenement S est en fait le méme que ’évenement 7T : « le joueur atteint au moins
une fois la cible en réalisant une infinité de lancers ».

b. Pour tout n € N*, S, =Ty NT,N---NT,_; NT, donc, par indépendance,

P(S,) = P(T))P(T) - P(T,-1)P(T;) = (1909090>1 : 10100

c. Ici, les évenements S,, sont mutuellement incompatibles donc

e 2 999 \n-1 1 1 I /999 \"!
P(S) = S P(S,) = () _ ( )
(5) ,; (5n) ,; 1000 1000 1000 = \ 1000

1 1

1000 < 1— 2 ~ 1000 < "

Ainsi, S est un éveénement presque sir, c’est-a-dire, en lancant une infinité de fois, le
joueur touche au moins une fois le centre de la cible presque stirement.

Exercice 10. Deux joueurs s’affrontent dans un jeu de dés. La régle est la suivante : un des
joueurs lance deux dés cubiques bien équilibrés; si la somme des nombres obtenus est 5, le
joueur a gagne, si la somme des nombres obtenus est 7, le joueur b gagne et, dans les autres cas,
on relance les dés. On continue ainsi jusqu’a ce qu’'un des joueurs gagne.

Pour tout n € N*, on note A,, : « le joueur a gagne lors du n-ieme lancer » et B,, : « le joueur
b gagne lors du n-ieme lancer ». On note, de plus, A : « le joueur a gagne le jeu » et B : « le
joueur b gagne le jeu ».

1. Déterminer, pour tout n € N*, la probabilité de A,,.
2. Exprimer A a l'aide des évenements A,, (n € N*) et en déduire la probabilité de A.
3. Déterminer, de la méme facon, la probabilité de B.

4. Quelle est la probabilité que le jeu s’arréte ?

Solution.

1. Pour un lancer de deux dés, 'univers est Q = [1,6]* qui est de cardinal 6* = 36. On
considere sur ) I’équiprobabilité. La somme des deux nombres vaut 5 si on a obtenu I'un
des couples (1;4), (2;3), (3;2) et (4;1) donc, pour un lancer, la probabilité d’obtenir
une somme égale a 5 est 34—6 = é. De méme, la somme des deux nombres vaut 7 si on a
obtenu 1'un des couples (1;6), (2;5), (3;4), (4;3), (5;2) ou (6;1) donc, pour un lancer,
la probabilité d’obtenir une somme égale a 7 est % = é.
Pour tout £ € N*, on note C} : « a la k-ieme partie, la somme est égale a 5 » et Dy :
« aucun joueur ne gagne au k-ieme lancer ». D’apres ce qui précede, pour tout k € N*,
P(Ck)zl—é— = 13

1
6 18"

Or, pour tout n e N*, A, =CiNCyyN---NC,_1 N D, donc, par indépendance,

13\~ 1

P(A,) = P(C))P(Cy) - P(Co1)P(D,) = (18> < s



+00
.OnaA= U A, et cette union est disjointe donc

n=1

Er- £ (7150

= n

71 p—
1+°° 1 1 1 18 2
52 (15) =9 i=m=5"5"3
18 9 9 5 5

n—1
. Par le méme raisonnement, pour tout n € N*, P(B,,) = (}—3) X & et
+00o +oo 1 n—1 1 1 400 1 n—1
:ZP(Bn):Z(3> X == = (3)
n=1 18 6 6 n=1

18

= 1 1 1 18 3
Z( ):X_lszxz
18 6 1 6~ 5 5

. Le jeu s’arréte si A ou B gagne donc, comme A et B sont incompatibles, la probabilité
que le jeu s'arréte est P(AU B) = P(A) + P(B) = 2 + £ = 1. Ainsi, le jeu s’arréte
presque stirement.

Exercice 11. Un athlete tente de franchir des haies successives numérotées 1, 2, 3, ..., n, etc.
L’athlete est éliminé a son premier échec. Pour tout n € N*, on suppose que la probabilité que

I’athlete franchisse la haie numéro n sachant qu’il a franchi les haies précédentes est —. On note

E, :

1. Montrer que, pour tout n € N*, la probabilité de I’évenement E,, est égale a

n
« Pathlete est éliminé a la n-iéme haie ».

n—1
nl

“+o00

2. Calculer Z P(E,). Que peut-on en déduire ?

n=1

3. Pour tout n € N*, préciser la probabilité h,, de franchir exactement n haies. En déduire

“+o00

la moyenne m du nombre de haies sautées avec succes, c¢’est-a-dire m = Z nh,.
n=1
Solution.
1. Notons, pour tout n € N* S, : « I’athlete franchit la haie numéro n ». Alors, F, =

SiNSyN---NS,_1 NS, done, d’aprés la formule des probabilités composées,
P(E,) =P(S1)P(Sy | S1)---P(Sp1 [ S1N SN+ NS, a)P(S, [ S1N SN NS, a)

1 1
- X ><<1—>
n—1 n

1
2
1 1 n—1
2
-1

n—1 n

2. D’apres la question précédente, pour tout n € N*,

k-1 Xk
k! Z::IH
>

k=

[M]=

S P(E) =

k=1

M:
Eod i

>
Il
—_
~
~
I
3 [l
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+oo
Ainsi, Y P(E,) =

n=1

+o0o +oo
Comme (E,) est une famille d’événements 2 & 2 incompatibles, > P(E,) = P (U En>
n=1 =
+00
donc P (U En> = 1. On en déduit que 'athlete fini presque stirement par étre éliminé.

n=1

3. Soit n € N*. Dire que I'athlete franchit exactement n haies signifie qu’il est éliminé a la
n
haie numéro n + 1 donc h,, = P(E,11) = ———. Ainsi, en utilisant la linéarité de la
n

)

somme de séries et le résultat de la question précédente,

+oo n +oo n2 +oo 2 1 _|_1 —+o00 nQ _1 +o00 1
=1 (n+1)2 Z 1 (n+1)! ; (n+1)! n;l (n+1)! nzzl (n+1)!
= (n=1)(n +°°1 +"On—l +°°1 11

Ainsi, I'athlete franchit en moyenne e — 1 /&~ 1,7 haies avant d’étre éliminé.

Exercice 12. Deux joueurs disposent chacun d’une piece de monnaie bien équilibrée Ils lancent
simultanément leurs pieces et répetent les lancers jusqu’a ce que 'un d’eux obtienne pile. On
suppose que les lancers sont indépendants. Si les deux obtiennent pile pour la premiere fois au
méme lancer, le partie est dite nulle. Sinon, le premier joueur a obtenir pile gagne la partie.
Pour tout n € N*, on note A,, : « le premier joueur obtient pile pour la premiere fois au
n-ieme lancer » et B, : « le second joueur obtient pile pour la premiere fois au n-ieme lancer ».
1. Déterminer, pour tout n € N*, la probabilité de A,,, celle de B,, et celle de A, N B,,.
2. En déduire la probabilité que la partie soit nulle.

3. Quelle est la probabilité qu’il y ait un gagnant ?

Solution.

1. Notons, pour tout n € N*, S, : « le premier joueur obtient « pile » au n-ieme lancer ».
Alors, pour tout n € N*, A, =5,NS;N---NS,_1N.S, donc, par indépendance,

p(4,) = PEPE) - PEPE) = (5 < L= (1)

\" " " \"
De méme, P(B,,) = <2) et, par indépendance, P(A, N B,,) = <> X () = <> :

2 2 4
+oo
2. Notons N : « la partie est nulle ». Alors, N = U A, N B, et cette union est disjointe
n=1
donc
+oo 1\ " 1t n—1 1 +oo n 1 1 1 4 1
P(N) = - - - X == -,
(N) 7;1(4) 42() Z() 11717373
P . . . — 1 2
3. On en déduit que la probabilité qu'il y ait un gagnant est P(N) = 3=3

Exercice 13. On dispose de n urnes numérotées de 1 a n. Pour tout k € [1,n], dans I'urne
numéro k, se trouvent k boules blanches et n — k boules rouges.

1. On choisit au hasard une urne puis on tire simultanément deux boules au hasard dans
cette urne. Quelle est la probabilité d’avoir deux boules blanches ?



2. Méme question si on tire les deux boules successivement et avec remise.

3. Quelle est la limite de ces probabilités quand n tend vers +o0?

Solution.

1. Notons, pour tout k € [1,n], Uy : « Choisir I'urne numéro k » et B : « Tirer deux boules
blanches ». Alors, (Ui)refi,n] est un systéme complet d’événements donc, par la formule
des probabilités totales, la probabilité de tirer 2 boules blanches est

n n k n
b= 3 PUIP(B|U) = 3 L ) 1§k
k=1 1 (2) n x 1 2
1 " n
o P
B 1 n(n+1)(2n+1) (n+1)
C n2(n+1) [ 6 2 ]
241 1 2m41-3
~ 6n 2n 6n
_2n—2
 6n
n—1

soit finalement p, =
3n

2. Avec les méme notations, la probabilité de tirer 2 boules blanches est

2
n n 1 1 n
%ZZH@)BM@ZZ— ():BZH
k=1 k=1 =
I nn+1)2n+1)
= — X
n3 6
1)(2 1
soit finalement ¢, = (n+1D)(2n + )
6n?
1 X 2 1
3. Lorsque n tend vers +oo, p, ~ 3% =3 donc nl_i)rfmpn =3 et g, ~ 716771 =3 donc
Jm g =3

Exercice 14. On dispose d'une urne contenant une proportion p > 0 de boules rouges et une
proportion 1 —p > 0 de boules blanches dans laquelle on fait des tirages d’une boule avec remise.
Pour tout entier n > 2, on considere ’évenement A,, : « au cours des n premiers tirages, on n’a
jamais eu une boule rouge suivie d’une boule blanche » et on note p,, la probabilité de A,,.

1
1. On suppose que p = 5 Montrer que, pour tout entier n > 2, p, = et calculer

1 pn+1 _ (1 _ p)n+1
2. On suppose que p gé . Montrer que, pour tout entier n > 2, p, = 5 1 et
p _—
calculer lim p,.
n——+0o0o
Solution.
1. Soit un entier n > 2. Notons, pour tout k& € [0,n], By : «les k premieres boules

sont blanches et les n — k suivantes sont rouges ». Alors, A, est I'union disjointe des



n

By donc P(4,) = > P(By). Or, par indépendance, pour tout k € [0,n], P(By) =
k=0

1\* 1\ 1 "1 1
() X () = — donc p, = — = nt . Comme 2 > 1, par croissance
2 2 2" P A 2"

comparées, hm | Pn = 0.

2. Avec les mémes notations, par indépendance, pour tout k € [0, n], P(By) = (1—p)* x p"*

donc i
- k n—k n . 1 - p
Pa=2 (1=p)fxp"F=p" Y | ——
k=0 k=0 \ P
1 1-—
et, comme p # —, e # 1 donc
2. p
1— n+1 (17 )n+1 n
p —p”—l_ 5 —pnil_ Tk —ptx L xll—u_p) H]
"o _ 1l = -(1-p) _ ntl
1- L p=0-) 2 — 1 D
n+l 1 - n+1
donc finalement, p,, = b (1=p) )
2p — 1
_ n+l _ 13 _ p\ntl : _
CommeO0<p<letO<l—p<l, nl_lgloop nl_lgloo(l P) 0 donc nl—lgloop” 0.

Exercice 15. On lance un dé cubique équilibré jusqu’a obtenir 6 pour la premiere fois. Déterminer
la probabilité que tous les nombres obtenus soient pairs.

Solution. Pour tout n € N*; on note A, : « obtenir 6 au n-ieme lancer », B,, : « obtenir un

nombre pair autre que 6 au n-ieme lancer » et S, : « le jeu s’arréte au n-ieme lancer et on n’a

obtenu que des nombres pairs ». Alors, pour tout n € N*, S, = BiNByN---NB,_1N A, donc,
2 n—1 1 1 1\" 1

par indépendance, P(S,) = P(B1)P(By) - - P(By_1)P(A,) = (6> X=X (3) |

L’évenement dont on cherche la probabilité p est la réunion disjointe des S,, pour n € N*

donc .
oo oy 11 1 3 1
P=2 5% 3) 6Z<> §XT-I-6%3° 7

1
3




