¢ Corrigés des exercices du chapitre 15

Exercice 1. Dans chaque cas, calculer u - v.
1. Dans R?, u et v sont définis par u = (v/3,—3) et v = (v/12,2).
2. Dans R®, u et v sont définis par u = (3,3, 3) et v = (9,—10,12).

3. Dans R*, u et v sont définis par u = (a+1,a,a — 1,1 —2a?) et v = (a,a — 1,a+1,1) ot
a € R.

Solution.

1. u-v=v3x V124 (-3)x2=1/36—-6=6—6 donc|[u-v=0]
1 1 1
2. u-v:7x9+7x(—10)+1><12:3—5—|—3donc.

3 2
3. u-v=(a+1)a+ala—1)+(a—1)(a+1)+(1-2d*)x1 =a’+a+a’>—a+a*>—1+1—2a>
done [u-v = a?}

Exercice 2. En reprenant les données de I'exercice 1, calculer dans chaque cas, ||[u|| et ||v]|.

Solution.

1. |Jul = V3" + (=3)2 = V12 donc | ||u|| = 23
vl =V VI2° + 22 = \/16 donc lv|| = 4].
2. ul = G2+ G2+ (2= 5+ 1+ 15 = /aus done|[lull = 3
loll = /92 + (—10)2 + 122 = /325 donc | [[v]| = 5v/I3|,

3. Jull = \/(a+1)2+a+ (a— 1)+ (1 — 2a2)2
=va2+2a+1+a2+a?—-2a+1+1—4a?+ 4a* donc |||u|| = vV4a* — a? + 3

Il = a2+ (a—1)2+ (a+1)2+12 = Va2 +a? —2a+ 1 +a?+2a+ 1 + 1 et donc
lul| = V32 + 3|

Exercice 3. On considére deux vecteurs v et v dans R”.
1. On suppose que ||u|| =6, ||v]| =4 et ||u+ v|| = 8. Déterminer u - v.

2. On suppose que ||u+v|| =8 et ||u — v|| = 6. Déterminer u - v.

Solution.

1. D’apres la premiere identité de polarisation,

1 1 1
wov =g ([lutol* = Jlul* ~ [[o]?) = 5(8° —6* — 4%) = (64— 36 — 16)

done [u v = 6]

2. D’apres la seconde identité de polarisation,

1 1 1
wrv = (flut ol = llu— o) = 5(87 = 6) = 5(64 - 30)

4
donc [u-v =7



Exercice 4. Parmi les vecteurs suivants de R?*, déterminer les couples de vecteurs orthogonaux.
u=(1,0,1,0) wv=(1,1,—-1,1) w=(1,1,1,1) z=(0,—1,0,—1).

Solution.

v=1x140x1+1x(=1)+0x1=0doncu L v.
w=1x140x14+1x14+0x1=2%0donc u et w ne sont pas orthogonaux.
z2=1x04+0x(-1)+1x04+0x(—1)=0doncu L z.
cw=1x14+1x14+(=1)x1+1x1=2%0donc v et w ne sont pas orthogonaux.
cz2=1x0+1x(—=1)+(=1)x0+1x(—1) = —2 # 0 donc v et z ne sont pas orthogonaux.
w-z=1x0+1x(=1)4+1x0+4+1x(—1)=—2%0 donc w et z ne sont pas orthogonaux.

Ainsi, |les couples de vecteurs orthogonaux sont (u,v) et (u, z) |.

SESE SN

Exercice 5. Dans R?, on considére les vecteurs v = (1,1,2), v = (1,1,—1) et w = (=1, 1,0).
On note F = (u,v,w).
1. Montrer que F est une famille orthogonale mais pas orthonormale.
2. Déterminer une famille 7' = (u/,v', w’) orthonormale telle que ', v et w’ soient respecti-
vement colinéaires a u, v et w.

Solution.

l.u-v=1x141x142x(-1)=0,u-w=1x(-1)+1x1+2x0=0cet
veow=1x(-1)+1x1+(—-1)x0 =0 donc u, v et w sont deux a deux ortho-
gonaux. De plus, ||u| = VI2+12+22 = /6 # 0 donc u n’est pas unitaire. Ainsi,
’}" est une famille orthogonale mais pas orthonormale ‘

2. Onavuque ||ul| = v/6. De plus, ||v| = \/12 + 124 (=1)2=+V3et ||w| = \/(—1)2 +12+0% =

V2 donc | F! = (%u, %v, %w) est une famille orthonormée de R3 |.

Exercice 6. Dans R?, on consideére les trois vecteurs

1 1 1
—(1,1,-1), v=—7=(1,0,1 et w=—=(1,
\/§< ) \/5( ) \/6<
1. Montrer que B = (u,v,w) est une base orthonormale de R?.
2. Déterminer les coordonnées des vecteurs x = (1,1,1) et y = (0,1, 2) dans B.

3. Calculer z -y, ||z|| et |ly|| en utilisant les coordonnées de x et y dans la base canonique
puis en utilisant leurs coordonnées dans la base B.

u= -2, —1).

Solution.
1 1>< 1(1><1+1><0+( 1)x1)=0
UV = X = - =
V3 V2
1 1
w=—7=X—=1x1+1x(=2)+(=1)x(=1))=0
ww= o x (=2) +(=1) x (<1))
L x—1(1><1+0><(2)+1><(1)) 0
VoW = — — fmnd
V2 V6
1 1 1
De plus, [|ul| = —=[|(1,1,=1)]| = —= x /12 + 124+ (=1)2 = —= x /3 =1
e plus, Jlull = = (L L1 = —Z=x y/ (12 =75 x V3
1 1 1
= =110, = = xVIZ+ 02+ 12= —=x+2=1
Joll = 5 11,0, )l = 5 x V2

2 1

1 1 2 2 _ X _
lwl = 510 =2 =1 = o x 1+ (=22 + (-1 = o x Vi =1

Ainsi, B est une famille orthonormale de R®. En particulier, B est libre donc, comme
c’est une famille libre de 3 vecteurs en dimension 3, B est une base de R3.

On conclut donc que ’B est une base orthonormale de R? ‘




2. Comme B est une base orthonormée, les coordonnées de x dans cette base sont (z - u,z -

v,z - w). Or,

1 1 V3
zou=—(1Ix1+1x141x(—1))=— = 2",

1 2
rv=—7(1IXx14+1x0+1x1)=—=+v2,

1 2 2v6 V6
rw=—4=1Ix14+1x(2)+1x(-])=——F=——""F—=—+.

vl (D +1x (1) = - = -T2 =Y
Ainsi, |les coordonnées de x dans B sont (?,\/_ ,—?).

De méme, les coordonnées de y dans cette base sont (y - u,y - v,y - w). Or,

you=—7=0x1+1x1+2x(-1)) = =—

~<|-
(O8]

L_ V3
37

V3

= (Ox1T4+1x04+2x1)= = =+/3,
vo= 5 )=

1 4 46  2v6
w= = (OX 1+ 1% (=2)+2x (=1)) = - = Y2 2V
vow= ol (-D)+2x (-1) =~z = - = -2
Ainsi, |les coordonnées de y dans B sont (—g,\/_ ,—QT‘/G).

3. En utilisant les coordonnées dans la base canonique, on obtient
- y=1x04+1x14+1x2=23,
Jul| = VIZ+ 12+ 12 = /3
o] = V02 + 12 + 2% = /5.

En utilisant les coordonnées dans la base B, on obtient

e e e eI
= () s vmrs (9) = Fis 2o s

Jull = (—ﬁ>2+ (V2)2 + <_M>2 N

3

Ainsi, on trouve, dans les deux cas,

3

u-v =3, ||ull = V3 et [[v]| = V5|

Exercice 7. Soit u et v deux vecteurs de R™. Montrer que |lul]| = ||v]| si et seulement si u — v

et u + v sont orthogonaux.

Solution. Comme (v +v) - (u—v)=u-u—v-v = ||U||2 — ||U||27 on a

2 2 2 2
utvlLu—ve= (uto) (u—-0v) =0 |ul]” = [v]" =0 [[ul” = |[o]" == ull = ||

la derniére équivalence provenant du fait que ||ul| et ||v|| sont des réels positifs.

Ainsi, on a bien montré que

|lu|| = ||v|| si et seulement si u — v et u + v sont orthogonaux |

Exercice 8. On note P = {(z,y,z) € R* | x + 2y + 3z = 0} et D la droite engendrée par le

vecteur n = (1,2, 3).

On dit qu’un vecteur z € R? est orthogonal & P si x est orthogonal a tout vecteur de P.

1. Justifier que P est un plan vectoriel et en déterminer une base (ey, e3).

2. Montrer que n est orthogonal a P.



3. Montrer que tout vecteur u € D est orthogonal a P.

4. Réciproquement, soit u € R? un vecteur orthogonal & P. On souhaite montrer que u € D.
a. Vérifier que B = (ey, e2,n) est une base de R3.
b. On écrit u = aey 4+ fey + yn. Calculer u - e; et u - e5 en fonction de a et 5.

c. En déduire les valeurs de « et 3 puis conclure.

Solution.

1. On remarque que

P={(z,y,2) €ER® |2 = -2y — 3z}
= {(_2y - 3Z,y,Z) ‘ (ya Z) S RQ}
= {y(—2,1,0) + 2(=3,0,1) | (y,2) € R?*}

donc, en posant e; = (—2,1,0) et es = (—3,0,1), P = Vect(ey, e2) ce qui montre que

P est un sous-espace vectoriel de R*|. De plus, e; et e; ne sont pas colinéaires donc

(e1,e2) est une base de P |.

2. Soit x € P. Alors, il existe deux réels a et b tels que x = ae; + bey. Des lors,

n-x=n-(ae; +bey) =a(n-e)+bn-ey)
=a(l x(=2)4+2x1+3x0)+b(1x(—3)+2x0+3x1)
=0

Ainsi, n est orthogonal a tout vecteur de P donc ‘n est orthogonal a P ‘

3. Comme D = Vect(u), si v € D alors il existe k € R tel que v = ku donc, pour tout
vecteur z de P, v-x = (ku) -z = k(u-z) = 0 d’apres la question précédente. Ainsi, on

conclut que ’tout vecteur de D est orthogonal a P ‘

4. a. Soit a, b et ¢ des réels tels que ae; + bey + cn = 0. Alors,

—2a—3b+c=0 Ly

($)8a+20=0 Lo
b+3c=0 L3
Or,
a+2b=0 L1<—>L2 a+2b=0 L1
(S)<:> —2a—3b+c=0 Ly Ly <= {b+c=0 Lo+ Lo+ 214
b+3020 L3 b+3C:O L3
a—i-Zb:O L1
<—<{b+c=0 L2
2c=0 Ly +—

Comme il y a 3 pivots, on aboutit a un systeme de Cramer homogene donc I'unique
solution est (0,0,0). Ainsi, a = b = ¢ = 0 donc la famille B est libre. Or, c¢’est une

famille libre de 3 vecteurs dans un espace de dimension 3 donc | B est une base de R?|.




b.

u-e; = (e +pfes+yn)-e; = a ||€1||2+5(62'61)—|—’}/(7’L-61). Or, ||61||2 = (=2)?+1%2+0% = 5,
egrep =(=2)x(=3)+1x0+0x1=06etn-e =0 car n est orthogonal a P.
u- e :504—1—66‘.

Ainsi,

De méme, u - ey = (ae; + Bey +n) - ey = aler - e3) + Blea]|” + y(n - e3). Or,
er-ea=ey-e1 =6 |leg]|” = (=3)2 + 02+ 12 =10 et n- ey = 0 car n est orthogonal &
P. Ainsi,| u-ey = 6+ 106 ‘

Comme u est orthogonal a P, u-e; = u - ey =0 donc

ba 468 =0
6 + 108 =0

Or, le déterminant de ce systeme est 5 x 10 — 6 x 6 = 14 # 0 donc il s’agit d'un
systeme de Cramer homogene et, comme dans la question précédente, on conclut que

rErE!
Ainsi, u = yn € Vect(n) donc .

Exercice 9. On considere la matrice

1 -1 -1
M=|-1 1 -1
-1 -1 1

et on note f I’endomorphisme de R? canoniquement associé a M. On considére les vecteurs
€1 = (]., ].7 —2), €2 = (1, —].,0> et es = (1, ]., 1) de RS.

1. a.
b.

C.

Sans calcul, justifier que M est diagonalisable.
Montrer que eq, es et ez sont des vecteurs propres de f deux a deux orthogonaux.

Justifier que By = (ey, €9, €3) est une base de R3.

On note P la matrice de passage de la base canonique de R? & la base By et D la
matrice représentative de f dans la base B;.

d. Déterminer les matrices P et D et donner une relation entre M, P et D.

2. a. En utilisant la base By, construire une base orthonormale By constituée de vecteurs
propres de f.
On note ) la matrice de passage de la base canonique de R? a la base Bo.
b. Que vaut 'QQ?
c. Que vaut ‘QMQ?
Solution.
1. a. Comme M est une matrice symétrique réelle, par le théoreme spectral, M est diago-
nalisable.
1 2
b. M| 1 | =1 2 | donc f(er) =(2,2,—4) = 2e;.
-2 —4
1 2
M| -1|=|-2]| donc f(ez2) = (2,—2,0) = 2e,.
0 0
1 —1
M|1|=]-1]|donc f(e3) =(—1,—1,—1) = —es.
1



. De méme, |'QMQ = D |.

Ainsi, comme ils sont non nuls, e; et e; sont des vecteurs propres de f associés a la
valeur propre 2 et e3 est un vecteur propre associé a la valeur propre —1.

Deplus, e1-ea=1x14+1x(=1)+(=2)x0=0,e1-e3=1+1+(=2)x1=0¢et
epre3=1x14(=1)x14+0x1=0.

Ainsi, ey, €9, e3 sont des vecteurs propres de f deux a deux orthogonaux.

. La famille B; est orthogonale et ne contient pas de vecteurs nuls donc elle est libre.

Ainsi, c’est une famille libre de 3 vecteurs dans un espace de dimension 3 donc
B; est une base R? ‘

1 1 1 2 0 0
.Ona/lP=|1 -1 1]letD=|[0 2 0 |etM=PDP!|
-2 0 1 0 0 -1
cOnaflef| = 12412+ (=2)2 = V6, fleaf| = /124 (—1)2+02 = V2 et |les]| =

V12 +12 + 12 = /3. Ainsi, en posant | By = (\/éel, \}562, \}363) , on obtient une base

orthonormée de R? formée de vecteurs propres de f.

Comme B, est orthonormée, par théoréme, |‘QQ = I3 |.

Exercice 10. On considere la matrice :

-2 -2 1
A=(-2 1 =2
1 -2 -2

et on note f I'endomorphisme de R?® canoniquement associé a A.

1.
2.

Justifier que f est diagonalisable.

Démontrer que 3 est une valeur propre de f et déterminer une base orthonormée du
sous-espace propre Fs(f).

a.
b.

C.

d.

. On considere les vecteurs u = (—1,0,1) et v = (2, 1,0).

Vérifier que u et v sont des vecteurs propres de f.
Déterminer la dimension du sous-espace propre auquel u et v appartiennent.

Soit @ € R et v = v 4+ au. Déterminer la valeur de a pour laquelle v’ et u sont
orthogonaux.

En déduire une base orthonormée de E_3(f).

. Vérifier qu’en concaténant les bases obtenues pour Es(f) et E_3(f), on obtient une base

orthonormée de R3.

. Quelle est la matrice de f dans cette base?

6. Déduire des questions précédentes une matrice P inversible et une matrice D diagonale
telles que :

'PAP =D et PP = Is.

Solution.

1. Comme A est une matrice symétrique réelle, par le théoreéme spectral, | A est diagonalisable |.




2. Considérons le systeme :

—2r —2y+z2=3x —5r—2y+2=0 L
(S)S—22+y—22=3y <=-20—-2y—22=0 L,
x—2y—22=3z r—2y—>52=0 Ls
Alors,
rT—2y—52=0 Ly < Lg r—2y—52=0 L1 L3
r—2y—52=0 r—2(-22)—52=0 r=2z
<~ <~ <~
y+22=0 y=—2z y=—2z

L’ensemble des solutions de (S) est Vect((1,—2,1)) donc ‘3 est un valeur propre de f ‘

et Es3 est engendré par w = (1,—2,1). Or, |Jw|| = \/12 4+ (—2)2+ 12 = /6 donc on en

déduit que (%w) est une base orthonormée de FEs(f) |

-1 3 2 —6
3.a. Al 0| =10 | donc f(u) =(3,0,-3) = =3uet A|1| = |—-3]| donc f(u) =
1 -3 0 0
(—=6,—3,0) = —3u. Ainsi, comme ces vecteurs sont non nuls, on en déduit que

‘u et v sont des vecteurs propres de f associés a la valeur propre —3 ‘

b. Comme [ possede au moins 2 valeurs propres (3 et —3), dim(Es5(f)) < 2. De plus, u
et v ne sont pas colinéaires donc (u,v) est libre donc dim(E_3(f) > 2. On conclut

donc que |dim(FE_3(f)) = 2|

c. vV -u=@w+au)  -u=v-utalul’. Or,v-u=(-1)x24+0x14+1x0=—2et
|ul]” = (=1)24 0% + 12 = 2 donc v - u = —2 4 2a et ainsi v’ est orthogonal & u si et
seulement si o = 1.

d. Ainsi, u et v/ = v+ u = (1,1,1) sont deux vecteurs non nuls et orthogonaux
donc (u,v’) est libre.. De plus, comme u et v appartiennent a l’espace vectoriel
E_5(f), v € E_3(f). Comme dim(E_3(f)) = 2, on en déduit que (u,v’) est une
base orthogonale de E_s(f). De plus, ||ul| = 2 et ||| = V12 + 12 + 12 = /3 donc

(%u, %v’) est une base orthonormée de F_3(f)|.

4. Par théoreme, B = (%u, %v’ , %w) est une base de R3 formée, par construction, de

vecteurs unitaires. De plus, %u et %v’ dont orthogonaux. Enfin,

(\}iu>.<\}6w>_\}§x\}6(u-w)—112(—1><1—l—0><(—2)+1><1)—0

et

<\}§v'>~<\}6w>:\}§x\}é(u’-w):\}g(lxl—i—lx(—?)—i-l)xl)zo

donc les 3 vecteurs sont 2 & 2 orthogonaux et ainsi B est une base orthonormée de R3.

-3 0 0
5. Comme B est formée de vecteurs propres de f, | Matg(f) =] 0 -3 0
0 0 3




-1 1 1
Vi V3 VB -3 0 0
. On en deéduit que = = —|letD= —
6. On en dédui P 0 & —%|etD=]0 =30
I . 0 0 3
V2 V3 Ve

Exercice 11. Dans R?, on définit les vecteurs v = (1,1,1), v = (2, —1,0) et w = (=5,4,1). De
plus, on note F' le sous-espace vectoriel de R? engendré par u et v.

1. Justifier que F' est un plan vectoriel.

2. a. Montrer que w € F'.
b. Montrer que (u,w) est une base orthogonale de F'.
c. En déduire une base orthonormale de F'.

3. On note p la projection orthogonale sur F' et on considere le vecteur t = (2,7, —4).
a. Calculer p(t).

b. Déterminer la distance de t a F'.

Solution.

1. Les vecteurs u et v ne sont pas colinéaires donc (u,v) est libre. Ainsi, dim(F') = 2 donc
I est un plan vectoriel ‘

2. a. On remarque que w = u — 3v donc w € Vect(u,v) i.e. .

b. u-w=1x(=5)+1x4+1x1=0donc (u,w) est orthogonal. Comme elle est
composée de vecteurs non nul, elle est libre. Ainsi, (u, w) est une famille libre de deux
vecteurs de F' donc, comme dim(F') = 2, on conclut que (u,w) est une base de F'.

Ainsi, | (u, w) est une base orthogonale de F'|.

c. Comme |lul| = VIZ2+12+ 12 =3 et |Ju| = \/(—5)2 + 42 + 12 = /42, on conclut

que (%u, %w) est une base orthonormée de F'|.

3. a. Comme (%u, %Qw) est une base orthonormée de F', par théoréme,

) = (ut) ws (et = Lt 2w

= —=u- U w - w=—(u-tHhu+ —(w-t)w.

b B BT\ Vi NZTREE 12
Or,u-t=1x2+4+1x7+1x(-4)=5betw-t=-bHx2+4x7+1x(-4) =14
donc p(t) = 2u+ pw == Ju+ sw ie. [p(t) = (0,3,2)|

b. La distance de ¢t a I est

A(t. F) = ||t = p()]] = (2.4, ~6)]| = /22 + 42 + (~6)* = V/56

soit |d(t, F) = 2v/14|.

1

,) et w=(3,1).

Exercice 12. On considere D = {(z,y) € R? | x + 2y = 0}, v = ( =

Sl

1. a. Montrer que D est une droite vectorielle de R2.
b. Justifier que (v) est une base orthonormale de D.

2. Dans la suite, on note p la projection orthogonale sur D.
a. Déterminer p(w).

b. Calculer la distance de w a D.



c. Représenter géométriquement D, v, w et p(w).
3. a. Déterminer la matrice M de p dans la base canonique.
b. En utilisant M, retrouver la valeur de p(w).

c. Calculer M? et interpréter le résultat obtenu.

Solution.

1. a. On remarque
D={(z,y) eR* |z =—=2y} = {(—2y,y) | y e R} = {y(—2,1) | y e R}

donc D = Vect((—2,1)). Comme (—2,1) est non nul,
b. Commev = _=(~2,1), v € Vect((~2,1)) donc v € D. Deplus, [[v]| = \/(FZ)? + (Jz)* =
m =+/1 =1 donc | (v) est une base orthonormale de D |.

2. a. Par théoreme,

D est une droite vectorielle ‘

-2 1 1
p(w) = (v-w)v = (\/5 x3+% X 1) ﬁ<_2’1)

donc |p(w) = (2,-1)|.
b. La distance de w a D est

d(w, D) = [lw = p(w)|| = [[(1,2)[| = V1% + 22

donc |d(w, D) = /5|

w

3. a. Notons e; = (1,0) et eo = (0,1). Alors,

ple =)o = (Qg <L e x 0) 2= (5.-3)

et
ples) = (v-eg)v = (\_/g x 0+ \}5 % 1) %(_2, 1) = (_; ;)

1 /4 =2
doncM—5<_2 1).

4. M (i’) _ é (i%) _ (_21> done [p(w) = (2,-1)].




1 (4 =2\ (4 =2y 1[(20 —10\ 1[4 =2
2 _ — - = - 2 =
5'M_25<2 1)(—2 1) 25(10 5) 5(—2 1>d0nCM M

Comme M? = M, pop = p. Or, pour tout x € R? p(x) € D et un vecteur de D est son
propre projeté orthogonal sur D donc p(p(z)) = ( ). Ainsi, pop = p.

Exercice 13. On consideére F = {(z,y,2) € R® |z +y + 2 = 0}.

1. a.
b.

C.

Montrer que F est un plan vectoriel de R? et en déterminer une base (u, v).
Déterminer une valeur de o € R pour laquelle v — au est orthogonal a wu.

En déduire une base orthonormée (e, e2) de F.

Dans la suite, on note p la projection orthogonale sur F'.

2. Déterminer la distance du vecteur w = (1,2, 3) au plan F.

3. a. Déterminer un vecteur unitaire e3 orthogonal a F'.
b. Vérifier que B = (ey, €9, €3) est une base orthonormée de R3.
c. Déterminer la matrice de p dans la base B.
4. a. Soit P la matrice de passage de la base canonique de R? & B. Calculer P et P~
b. En déduire la matrice de p dans la base canonique de R3.
5. a. Vérifier que pop = p.
b. Interpréter géométriquement 1’égalité précédente.
Solution.
1. a. On remarque que
F= {CL’,y,Z) S R?) | &= —I—y} - {x,y,—:r; _y> | ((L’,y) € R2}
= {=(1,0,-1) +y(0,1,-1) | (z,y) € R*}
donc, en posant u = (1,0,—1) et v = (0,1, —1), F = Vect(u,v). De plus, u et v ne
sont pas colinéaires donc (u,v) est libre.
On conclut que | F' est le plan vectoriel de base (u,v)|.
b. u-(v—ou) =u-v—alu]’ =1x0+0x 1+ (=1) x (=1) —a(12+024(=1)?) = 1 — 2«
donc v — au est orthogonal a u si et seulement si 1 —2a =01ie a = l
c. Comme u et v appartiennent a F, v' = v — %u = (—5, 1, —7) appartlent a F. Ainsi,

(u,v") est une famille orthogonale de F. Comme elle est composée de vecteurs non
nuls, c¢’est donc une base orthogonale de F'.

De plus, ||Ju]| = \/12 + 02+ (=1)2 =+2et ||| = \/(—%)2 + 12+ (—3)2 = @ donc

e] = %u et ey = %v’ forment une base orthonormée de F'|.

2. Par théoreme,

p(w) = (e1 - w)ey + (ex - w)eg = \}_(u w)Tu + 7(7) w) \3662

1 2/ 1 1 ,
:(1><1+O><2+(—1)><3)u+(—><1+1><2+(—> ><3>v

2 3 2 2
=—u=(-1,0,1)

On en déduit que la distance de w a F' est

soir | d(w, F) = 2v/3.

d(w, F) = |lw = p(w)|| = [I(2,2,2)[| = V22 + 2% + 2




1
3. a. Par définition, w — p(w) est orthogonal a F donc e3 = —=(2,2,2) c’est-a-dire

2V/3

1
e3 = %(1, 1,1) est une vecteur unitaire orthogonal a F'|.

b. On sait que (eq, e5) est orthonormée. De plus, e3 est un vecteur unitaire orthogonal a
F donc & e; et es. Ainsi, (€1, €9, e3) et une famille orthonormée de R?. Par conséquent,
elle est donc libre et comme elle contient 3 vecteurs en dimension 3, c’est une base de

R3. On conclut donc que | B est une base orthonormée de R?|.

c. Comme e; et ey appartiennent a F', p(el) = ey et p(es) = es. De plus, comme ey est
orthogonal a e; et es,

ples) = (e3 - e1)ea + (e3 - ea)ea = Oeg + Oez = (0,0, 0).

Ainsi,
1 00
Matg(p) =10 1 0
000
1 1 1
A
4. a. Ona|P = 0 % % . Comme B est orthonormée, par propriété, P! = P
1 1 1
V2 V6 VB
oy L
V2 V2
B T 2 1
donc | P7 = —% % —%
1 1 1
Vi V3 VB

b. Par le formule de changement de base, on en déduit que la matrice de p dans la base
canonique de R? est

1 11 1 1
R - R 0 -
2O P ponE o,
M =PMatz(p)P'=| 0 —= —=|[|010]|-—— = —F=
6 V3 6 6 6
AR KR[N G (RN

2 V6 V3 V3oV3 V3

=l

=
ol
=55~

i3
SRR
=<

S

1+1 1 1+1
- 216 g3 216
1_?_1 31 1+31
2 6 3 2 6



2 1 1
3 3

soit | M = —1 ; —3
]?? 1 2
3 3 3

. On a clairement Matg(p)? = Matg(p) donc pop = p.

Cela signifie découle du fait qu’'un vecteur de F' est son propre projeté orthogonal sur
F. Ainsi, pour tout z € R® comme p(z) € F, p(p(z)) = p(z) donc pop = p.

Exercice 14. On note p 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

5o =21
2 2
2 5

Le but de I'exercice est de démontrer que p est une projection orthogonale.
Pour cela, on note Ey = ker(p) et Fy = ker(p — 1d).

1. Justifier que Ej est une droite vectorielle dont on donnera une base (u).

2. Montrer que E; est un plan vectoriel dont on donnera une base (v, w).

3. a.
b.

C.

o TP

Montrer que, pour tout ¢t € R?, p(t) € Ey et que t — p(t) € Ey.

En déduire que, pour tout ¢t € R?, p(t) — t est orthogonal & tout vecteur de FEj.
Justifier que p est la projection orthogonale sur un sous-espace de R? que ’on précisera.
Montrer que B = (u,v,w) est une base de R3.

Donner la matrice D de p dans la base B.

Sans calcul, déterminer M2,

Solution.
1. Soit (z,y,2) € R3. Alors,

x br —2y+z2=0 Ly
p(r,y,2) =0ps <= A|ly| <= —22+2y+22=0 Ly
< r+2y+52=0 Ls

r+2y+952=0 Ly < Lg
{204+ 2y+22=0 Ly
5$—2y+Z:O L3HL1
r4+2y+52=0 Iy

<~ 6y+122}:0 L2<—L2+2L1
r+2(—22)+52=0

<~

y=—2z

T =—z
—
{y:—Zz

Ainsi, ker(p) = {(—2,—22,2) | z € R} = Vect((1,2,—1)). Comme u = (1,2, —1) est non

nul, on en déduit que |ker(p) est la droite vectorielle engendrée a par u |.




2. Soit (x,y,z) € R3. Alors,

x x
(p—id)(z,y,2) =Ors <= p(z) =2 <= A |y | = |y

z z
oT — 2y + z = 6x Ly
204+ 2y+22=06y Ly
T+ 2y+ 5z =62 Ls
—r—2y+2=0 Ly
= (2x—4y+22=0 Ly

r+2y—2=0 Ls
—r—2y+z2=0 I,

= <{0=0 Ly < Ly — 21,4
0=0 L3<—>L3+L1

= z=x+2y

Ainsi,

ker(p —1d) = {(z,y,z + 2y) | (z,y) € R?}
= {x(1,0,1) + ¥(0,1,2) | (z,y) € R*}
= Vect((1,0,1),(0,1,2)).

Comme les vecteurs v = (1,0, 1) et w = (0, 1, 2) ne sont pas colinéaires, on en déduit que

ker(p — Id) est le plan vectoriel de base (v, w)|.

3. a. Soit t = (a,b,c) € R Alors, p(x) = (Be=2bte =2at2bize atbiic) of on constate que

6 6

a+ 2b+ 5c
6

5“_§b+c + 2_2“+62b+20 = donc, comme une équation de F; est z = x + 2y,

on conclut que |p(z) € Fy |

_ 5a—2b+c —2a+2b+2c¢ a+2b+5c\ __ (a+2b—c 2a+4b—2c —a—2b+c
Deplus,t—p(t)—(a— 6 7b_ 6 yC— 6 )_( 6 6 ) 6 )

donc ¢ — p(t) = “*2=¢y donc |t — p(t) € Ey |

. Soit t € R? et s € Ey. Alors, il existe (a,b) € R? tel que s = av + bw et, comme
p(t) —t € Ep, il existe A € R tel que p(t) —t = Au. Dés lors,

(t—p(t)-s= (M) - (av+ bw) = (Aa)(u-v) + (Ab)(u - w).

Or,u-v=1x14+2x04+(-1)x1=0etu-w=1x0+2x1+(—1)x2=0donc
(t —p(t)) - s = 0. Ainsi, |t — p(t) est orthogonal & tout vecteur de E |.

. On a montré que p est un endomorphisme tel que, pour tout ¢t € R?, p(t) € E; et
p(t) — t est orthogonal a tout vecteur de Ej.

On conclut donc que ’ p est la projection orthogonale sur E} ‘

. Soit a, b et ¢ des réels tels que au + bv + cw = Og,. Alors, 0 = (au + bv + cw) - u =
alju)® +b(v-u)+c(w-u) = allul|* car u est orthogonal & v et & w. De plus, u n’est pas
nul donc |Jul| # 0. Ainsi, a = 0. Par suite, bv + cw = Og, mais on a vu que (v, w) est
une base de E; donc (v, w) est libre et ainsi b = ¢ = 0. On conclut donc que (u, v, w)
est libre donc B est une famille libre de 3 vecteurs dans un espace de dimension 3

donc | B est une base de R




b. plu)=4(5—-4—-1,-24+4—-2,14+4—5)=(0,0,0) et, comme v et w appartiennent

0 0
1 0
01

o

a By, p(v) =v et p(w) =w. Ainsi, | D =

0
0

c. Il est clair que D? = D donc pop = p et donc | M? = M|,

Exercice 15. Soit u et v deux vecteurs de R™. Le but de l'exercice est de démontrer I'inégalité
de Cauchy-Schwarz :

(- 0)® < Jlull* [fo]*
1. Pour tout z € R, on pose P(x) = ||zu 4 v||*.
a. Démontrer que, pour tout z € R, P(z) = 22 ||u|]® + 2z(u - v) + ||v]|*.
b. On suppose que u # 0. A quelle famille de fonctions appartient la fonction est P ?
c. Justifier que P(x) > 0 pour tout x € R.
d. Calculer le discriminant de P et en déduire I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
e. L’inégalité reste-t-elle vraie si u =07
2. Premiere application. On considere des réels xy, xs, ..., x,. Que donne l'inégalité de
Cauchy-Schwarz pour u = (x1, 9, ..., z,) et v =(1,1,...,1) 7

n 1)v/2 1
3. Deuxitme application. Démontrer que » kVE < n(n+1)v2n + .

= 2v/3

4. Troisieme application. On considere des réels strictement positifs x4, s, ..., x,,. Démontrer

que (kz x> (z 1) > n?

k=1 Tk

Solution.

1. a. Pour tout réel x,
P(x) = [lzu+ | = [lzu]” + 2(zu - v) + [Jo]
donc, par homogénéité de la norme et bilinéarité du produit scalaire,

2 2 2 2 2
P(z) = [lzu+v|* = (Jz| [lul)* + 22(u - v) + [Jv]]* = |2 [Jul]” + 22(u - v) + [Jv]]

et, comme |z|> = z2, on conclut que | P(z) = 22 ||ul]®> + 2z(u - v) + ||v||*|

b. Siu # 0 alors ||u]| # 0 donc ’P est une fonction polynéme du second degré ‘

c. Comme le carré d’un réel est positif, | pour tout réel z, P(x) = ||Jzu +v|* > 0|
d. Le discriminant de P est A = (2(u-v))? — 4 ||[ul|* |v]|* = 4((u - v)? — ||u|” |v||*). Or,
comme P est de signe constant, A < 0 donc 4((u - v)2 — |Ju|? [|v]|*) < 0 et, comme

4 >0, on en déduit que (u-v)? — ||ul]*||v]|* < 0 iel (u-v)? < ||ull*|v]?]

e. Siu=0alors u-v=0et ||ul| =0 donc ll’inégalité est encore vraie ‘

n n n
2. Pour u = (21,29, ...,z,) et v=(L,1,...,1),onau-v=>Y zpx 1= m, |ull®> = >z}
k=1 k=1 k=1

et ||v]|* = > 1* = n donc l'inégalité de Cauchy-Schwarz donne
k=1

n 2 n
k=1

k=1




3. Pour u = (1,2,...,n) et v = (V1,v/2,....,/n), on a u -v = Zk\/E, Jul = STk =
k=1 k=1

1)(2 1 1
n(n + )6< n+1) et v Z Vi = Zk; = L) donc l'inégalité de Cauchy-

Schwarz donne

(z": k\/E>2 < nn+1)2n+1) nn+1) n?(n+1)2(2n + 1)

X =
6 2 12

n
donc, par croissance de la fonction racine carrée sur [0; +oo[, sachant que » k>0
k=1

i n*(n+172%2n+1) nn+1)y2n+1
,;k\/gg\/ 12 B V12

soit finalement

z”:k < n(n+1)y/2n+1
= 2v3 '

- 1
4. Pour u = (\/T1,/T2,...,1/Tp) et v = (= \/%,..., wn),onauw:Z\/:vkx—:
k=1

VT
n n 2 n

Z 1=n, |lul? Z VI = >y et Jv]|* = > < ! > => L donc I'inégalité de
k=1

— Tk

-

Cauchy Schwarz donne




