¢ Corrigés des exercices du chapitre 13

Exercice 1. On consideére les fonctions suivantes :

f:(z,y) — 2y? —y + ™ et g : (v, y) —> arctan(z%y).
Montrer que ces fonctions admettent des dérivées partielles et les déterminer.

Solution.

e Pour tout y € R, la fonction f(-,y) : ¥ — xy®> — y + €™ est dérivable sur R comme
composée, produit et somme de fonctions dérivables donc f admet une dérivée partielle par
rapport & x et, pour tout (z,y) € R2,

0
a‘i(x, y) =y +ye'?|

De méme, pour tout = € R, la fonction f(z,-) : y — xy? — y + " est dérivable sur R comme
composée, produit et somme de fonctions dérivables donc f admet une dérivée partielle par
rapport a y et, pour tout (z,y) € R?,

g‘;(a:,y) =2xy — 1+ ze™ |

e Pour tout y € R, la fonction f(-,y) : ¥ — xarctan(z?y) est dérivable sur R comme
produit et composée de fonctions dérivables donc f admet une dérivée partielle par rapport a z
et, pour tout (z,y) € R?

af 2y 2xy
o (2.y) = 2,02 4,2 [
ox 1+ (z%y) 1+ 2ty

De méme, pour tout x € R, la fonction f(z,-) : y — arctan(z?y) est dérivable sur R comme
produit et composée de fonctions dérivables donc f admet une dérivée partielle par rapport a y
et, pour tout (z,y) € R?,

of x? x?

@(x’y) 1+ (22y)? T 1+ xiy? |

Exercice 2. Dans chacun de cas suivants, on admet que f admet des dérivées partielles. Calculer,

of of

pour tout (z,y) € R?, %(:p,y) et Fy(m,y}
L f:(z,y) —2® +ay+y°;
1+z
2. f:
3. f:(z,y) — sin(a? +9?) ;
4. [ (x,y) —> "V — "V
Solution.
1. Pour tout (z,y) € R?,
0 0
8i(:zc,y):2yc+y et ag(x,y):x—i—Qy.




2. Pour tout (z,y) € R?

8—f(x - 1 ot 87f(x )__2(1+at)y
oz Y C14y? y Y= (1+y2)2 |
3. Pour tout (z,y) € R?
of 2, 2 of 2 2
=2 . =2 .
5y (& Y) = 2wcos(z” +y7) et o (z,y) = 2y cos(z® + y*)
4. Pour tout (x,y) € R?,
g — Tty Ty g — %ty Ty
aag(:zc,y)—e e et ay(x,y) ="V 4"

Exercice 3. Déterminer les points critiques de
f(z,y) — 2° +9° — 3ay.
On admettra l'existence des dérivées partielles de f.

Solution. Pour tout (z,y) € R?

gi(x, y) = 32% — 3y et

af

5y B Y) = 3y® — 3.

Des lors, pour tout (z,y) € R?

of

g(x’y)zo — v -y=0 — y =z’ — y=z
j(%y):o v —2=0 (2?)?—2=0 (x> —1)=0
Y

Or, x(2® — 1) = 0 si et seulement si v =0 ou 2®> = 1 i.e. x =0 ou x = 1 (car z — 2° est
bijecive de R dans R).

Ainsi,
of
gff — Y (()) ou {? )
et — T = T =
8y(fv,y) 0

La fonction f possede donc deux points critiques : (0,0) et (1,1).
Exercice 4. Reprendre I'exercice précédent avec
fo(wy)— ay(l -z —y).
Solution. Pour tout (z,y) € R?

gi(x,y) =y(l—z—y)—ry=y(l -2 —y) gi(w,y) = (1 -2y — x).



Ainsi, pour tout (z,y) € R?,

y=0oul—z—-2y=0

r=0oul—-2z—y=0

l—2—-2y=0

{1—23:—y:O
ou

=0 =0 1—2x—y=0
ou u
y=20 l—2z—-2y=0 y=20

1
=0 r =0 == y=1-—2x
0 ou 1 ou 2 ou ] 2(1 2) 0
= = — _ — — — xT) =
Y 5 y=20 z
1
x=0 r=0 r= - {y:1—2x
<= ou 1 ou 2 ou
1
T = r=0 le Y=
< ou 1 ou 2 ou %

1 1 11
On conclut que f possede 4 points critiques : (0,0), (2, O), (0, 2) et <3, 3>.

Exercice 5. On définit une fonction f sur R? en posant pour tous réels z et v,
flz,y) = 2% +y* — 2.
1. Soit a € R. On considere la fonction P définie pour tout z € R par P(z) = 2* + a® — 2z.
Justifier que, pour tout réel z, P(x) > a? — 1.

2. On admet que f admet des dérivées partielles. Calculer celles-ci.

3. En déduire tous les points (g, yo) € R? en lesquels f admet un minimum global.

Solution.

1. La fonction P est une fonction polynéme du second degré dont le coefficient dominant

est positif donc P atteint son minimum en = —1 et ce minimum vaut P(—1) =

2x1
(—1)* +a* — 2(—1) = a*® — 1. Ainsi, pour tout réel z, | P(x) > a* — 1|
2. Pour tout (z,y) € R?,
0
aii(u"chy):?rc—? et 8y(x,y)ZQy
3. Pour tout (z,y) € R?,
af
g? = Yoy — 0 = 0
o (1)

Ainsi, I'unique point critique de f de (1,0) donc le seul extremum possible est f(1,0) = —1.
De plus, pour tout réel y et tout réel x, en appliquant le résultat de la question 1. avec
a=y,

flz,y) =Pla) >y —1> -1

le minimum global de f est —1 est qu’il atteint uniquement en (1,0) |,

On conclut que




Exercice 6. Etudier les éventuels extremums de la fonction k : (,y) — sin(zy)e*” de I'exemple
14 du cours.

Solution. Pour tout y € R, la fonction = — sin(my)em2 est dérivable sur R comme composées
et produit de fonction dérivables donc k& admet une dérivée partielle par rapport a la premiere
variable et, pour tout (x,y) € R?,

ok

%(x, y) = ycos(zy)e® + sin(zy)(2ze”

2 2

= (y cos(zy) + 2z sin(zy))e” .
De méme, pour tout x € R, la fonction y — sin(xy)em2 est dérivable sur R comme composée
et produit de fonction dérivables donc k& admet une dérivée partielle par rapport a la seconde
variable et, pour tout (x,y) € R?,

ok 2
—(x,y) = x cos(xy)e” .

0% (0,) = weosay)

Supposons que (x,y) soit un point critique de k. Alors, xcos(xy)ex2 = 0 donc z = 0 ou
cos(zy) = 0.

Supposons que x = 0. Alors, comme (y cos(zy) + 2z sin(:z:y))e”““2 =0,y=0.

Supposons que cos(zy) = 0. Alors, comme (y cos(zy) + 2z sin(zy))e*” = 0, 2z sin(zy)e®” = 0
donc soit x = 0 soit sin(zy) = 0. Or, si sin(zy) = 0 alors cos?(zy) + sin?(zy) = 02 + 0% =0 ce
qui est absurde car cos?(zy) + sin?(zy) = 1. Ainsi, z = 0 et on est ramené au cas précédent.

On conclut que le seul point critique de & est (0,0).

Or, k(0,0) = 0 et, pour tout t > 0, k(t,t) = sin(t%)e’’ s t? donc k(t,t) > 0 au voisinage de
0 et k(t,—t) = sin(—t?)e"” s —t? donc k(t,—t) < 0 au voisinage de 0. Ainsi, dans n’importe

—
quel rectangle contenant (0,0), k prend des images positives et des images négatives donc f(0,0)

n’est pas un extremum de k.
On conclut donc que ‘ k ne possede pas d’extremum ‘

Exercice 7. On considére la fonction
f:(x,y) — sin(z) sin(y) sin(z + y).

On admet D'existence des dérivées partielles de f.

1. Démontrer que, pour tout (z,y) € R?

0 0
—f(:v, y) = sin(y) sin(2z + y) et —f(:v, y) = sin(x) sin(z + 2y)
ox oy
2
2. Déterminer les points critiques de f qui sont intérieurs au rectangle R = {0 ; ﬂ .

3. On admet que f admet un maximum local dans le rectangle R et que ce maximum est
atteint en un point intérieur au rectangle.

Déterminer la valeur de ce maximum.

Solution.

1. Pour tout (z,y) € R*, grace aux formules d’addition,

gi(x, y) = sin(y)(cos(z) sin(x + y) + sin(x) cos(z + y)) = sin(y) sin(2z + y)

et par symétrie, en échangeant x et vy,

gg(x, y) = cos(x) sin(y) sin(x + y) = sin(z) sin(x + 2y).



9 (z,y) =0 i in(2 =0 in(2 =0
gﬁ( =0 _ S%n(y) S{n( r+y)=0 S%n( T +y)
5 (@,y) =0 sin(x) sin(z 4+ 2y) =0 sin(z 4+ 2y) =0
2r+y=m s
—Tr=y=_.
r+2y=m 3
L’unique point critique de f a l'intérieur de R est donc (%, g)

3. Un maximum de f a l'intérieur de R est un maximum local donc il est atteint en un
point critique. On en déduit que le maximum de f sur R est f (%, g) = 37‘/5.

Exercice 8. on considere la fonction réelle f de deux variables réelles définie par :
fo(zy) — ot 4y — day.

On admet 'existence des dérivées partielles de f
1. Déterminer les points critiques de f.
2. Calculer, pour tout réel ¢, f(t,0) et f(t,t). Que peut-on en déduire ?
3. Montrer que, pour tout (x,y) € R?,

flay) = (=2)=@" =)+ " - 1)* +2(z —y)*

Que peut-on en déduire ?

Solution.
1. Pour tout (z,y) € R?,
0 0
ai(w,y) = 423 — 4y et é(w,y) =4y — 4z
Ainsi,
of =0 S_uy=0 — 3
gg;(l’?y) — xg y=0__ yg x
ay(@.y) =0 y' -z =0 v—r=0

y =1’ y=a’
= {m— De+ D)@+ 1)@ +1)=0 {x €{0,1,-1}"

Ainsi, la fonction f admet 3 points critiques : (0,0), (1,1) et (=1, —1).

2. Pour tout réel t, f(t,0) = t* et f(t,t) = 2t* — 4> = 2t*(+> — 2). Ainsi, pour tout
0<t<+?2, f(t,0)>0et f(t,t) < 0 donc, sur tout rectangle contenant (0,0) dans son
intérieur, il existe des points ayant une image strictement positive et des points ayant
une image strictement négative. Comme f(0,0) = 0, on conclut que f ne présente pas
d’extremum en (0, 0).

3. Pour tout (z,y) € R?, d’une part,
fla,y) = (=2) =2 +y" —day +2
et, d’autre part,

(> =12+ (= 12+ 2@ —y)? =2 — 202 + 1 +y* — 22 + 14+ 2(2* — 22y + o)
=zt +y' —doy+2



donc, f(z,y) — (=2) = (22 = 1) + (y* — 1)* + 2(z — y)*.

Comme le carré d’un réel est positif, on en déduit que, pour tout (z,y) € R?, f(x,y) —
(=2) 2 0. Or, =2 = f(1,1) = f(—1,—1) donc on conclut que f atteint un minimum
global en (1,1) et en (—1,1) et que ce minimum global vaut —2.

Exercice 9. Soit f la fonction définie sur R? par
Flo.y) = aet + yel=.

On admet D'existence des dérivées partielles de f.
1. Calculer les dérivées partielles de f.

2. Soit (a,b) un point critique de f .
a. Montrer que e'™® = be!™® et e!™® = qae'™*. En déduire que ab = 1, puis que

el™® = qel”

Q=

b. Justifier que !~ — te!~= > 0 pour tout z < 0.
c. Déterminer le sens de variations de la fonction ¢ : 2 — 1= — ze!~% sur 105 +o0.
d. Calculer ¢(1) et en déduire I'unique point critique de f.

3. Déterminer les DLy(0) de g : t — f(1+¢,14+t) —2etde h:t+— f(1+1t,1—1)—2.
Que peut-on en déduire concernant les extremums de f 7

Solution.

1. Pour tout (z,y) € R?

gi(x, y) =e'"Y —ye! " et gg(x, y) = —xe' 7V £ el 77|
0
2. a. Par définition, aQJ:(a, b) =0 et gi(a, b) = 0 donc el — bel=® et —ael™® + el=@ = 0

ie el =bel" et el = qe
On en déduit que ¢!~ = b(ae'™® = abe'~* donc, comme ¢!~ # 0, . Par suite,

1
b= - donc |e'™® = qe'~

a

1-b ‘

1
a

11

. , _1 1 o
b. Soit un réel a < 0. Alors, e!~a > 0 donc, comme —a > 0, —ae'~a et ainsi, comme

1
74> 0, e —ael"a > 0|

c. La fonction ¢ est dérivable sur |0; 400 comme composées, produit et somme de
fonctions dérivables et, pour tout x > 0,

1 1
#e) = —ei - (1 xel77 4 x 281_36) - (el‘x Felr el‘i> <0
X

1
car el >0, el"x > 0et = > 0.
T

Ainsi, la fonction | ¢ est strictement décroissante sur |0 ; +ool|.

d. (1) =e® — €% =0 et, comme ¢ est strictement croissante, 1 est 'unique réel x > 0
tel que p(z) = 0. Or, d’apres la question précédente, a > 0 donc a = 1.

On conclut que |'unique point critique de f est (1,1)|.




3. Pour tout réel t,

gt) =0 +te '+ (1+te " —2=2(1+t)e " 2.

Or, %ir% —t = 0 dongc, au voisinage de 0,
—

o) = 2 [(1 +4) (1 + (=) + (_2”2 + 0(t2)> - 1]

t?
:2<1—t—|—2+t—t2+0(t2)—1>.

donc | g(t) = —t? + o(t?)|; De méme, pour tout réel ¢,

h(t)=(1+t)e' + (1 —t)e " -2
donc, au voisinage de 0,

t2

h(t) = (1+1) <1+t+2+0(t2)>+(1—t) <1+(—t)+ = )2+0(t2)> -2

t? 2
:1+t+§+t+t2+1—t+§—t+t2—2+o(t2).

donc | h(t) = 3t* + o(t?).
Ainsi, pour tout ¢ suffisamment proche de 0, g(t) est du signe de —t* < 0 i.e. g(t) < 0 et
h(t) est du signe de 3t* > 0. Ainsi, dans tout rectangle contenant (0,0) dans son intérieur,
il y a des points ayant une image supérieure 2 et des points ayant une image inférieur a 2
donc 2 = f(1,1) n’est pas un extremum.

On conclut que | f n’admet pas d’extremum sur R? |

Exercice 10. On définit deux fonctions f et g en posant, pour tout réel z :

e” + e~ % et — %
flo)=—5— et gla)=—7F—

On considére la fonction h : R? — R définie, pour tout (z,y) € R?, par :

h(z,y) = (f())* = (g(y))?.

On cherche un éventuel extremum local pour cette fonction. On admet I'existence des dérivées
partielles de h.

1.
2.

3.

Montrer que g est une fonction impaire et strictement croissante sur R.

Calculer h(z,z) pour tout réel .

oh
a. Montrer que, pour tout (x,y) € R?, %(as,y) = g(22).

b. Exprimer selon la méme méthode — (z,y) pour tout (z,y) € R2..

dy
c. Question de cours : énoncer une condition nécessaire pour qu’en un point (z,y) de
R2, la fonction h admette un extremum local.

d. Donner le seul point qui satisfait cette condition, pour la fonction h, dans cet exercice.

. a. Donner le signe de h(z,0) — h(0,0) lorsque z est un réel.



b. Etudier aussi le signe de h(0,x) — h(0,0) lorsque z est un réel.

5. Conclure

Solution.
1. La fonction g est définie sur R qui est centré en 0 et, pour tout réel x,

e % — e (=) e

)= = ()

donc | g est une fonction impaire ‘

La fonction g est dérivable sur R comme composée et somme de fonctions dérivables et,

pour tout réel z,

e — (=) e"4e’”
2 2

car la fonction exponentielle est a valeurs strictement positives. Ainsi, la fonction

‘g est strictement croissante sur R ‘

>0

g'(x) =

2. Pour tout réel z,

e 4+ e—m>2 (eaz o e—x>2 B ech 4 2ete 4 e—2a: er — 2e%e T L e—2a:
B 4 4

h(z,x) = ( 5 5

e2:p_{_2+e72x_62$+2_672m

4
donc |h(z) =1
3. a. Pour tout (z,y) € R?,
Oh e —e ™t e —e" e’ —e T)(e" +e7 "
Iy =2 @) f(a) =2 x T T X )
B (ea:>2 _ (e—x)Q ezx . e_gx
— 5 _ .
oh
done | = (x,y) = 9(27) |
b. De méme, pour tout (z,y) € R?,
Oh e +e ¥ e¥—e? (e +e7¥)(e¥ —e™Y)
- — _2 / _ _2 _
oy (2, y) 9 (Y)g(y) X —5— X — 5
@ e
2 B 2

donc gZ(fc,y) = —g(2y) |

c. Si h admet un extremum local en (x,y) alors (z,y) est un point critique de h i.e.
Ooh _0Oh B

d. D’apres les questions précédentes, (x,y) est un point critique de h si et seulement si
g(2z) =0 et g(2y) = 0. Or, g est impaire donc g(0) = 0 et, comme g est strictement
croissante sur R, g ne s’annule qu’en 0. On en déduit que (x,y) est un point critique
de h si et seulement si 2z =0 et 2y =0ie. x =0et y =0.

Ainsi, | 'unique point critique de h est (0,0) |




4. a. Pour tout réel x,

T —z\ 2 2x T —T —2z 2x —2z
2 —4 2 —4
h(ac,())—h(o,o):<e +e ) gL e e e 424

2 4 B 4
eQr -9 + e—Qm e2z — et + e—2z

4 N 4

B et +e " 2
N 2

done, pour tout réel x, h(z,0) — h(0,0) > 0.

b. Pour tout réel z,

h(0,7) — h(0,0) = 1' — g(x)* — 1 = —g(x)?

donc, pour tout réel z, h(0,x) — h(0,0) < 0.

5. On en déduit que, dans tout rectangle contenant (0,0) dans son intérieur, il y a des points
dont les images sont supérieures a h(0,0) et des points donc les images sont inférieures a
h(0,0) donc h(0,0) n’est pas un extremum. Comme (0, 0) est le seul point critique de h,
on conclut que ’ h n’admet pas d’extremum ‘

Exercice 11.

A. Une fonction trin6me du second degré

Soir @ un nombre réel, fixé. On considere la fonction polynéme P, de degré 2, définie
pour tout réel x par :

P(z) = 2* — 20+ a® + 2.
1. Calculer, en fonction de a, le discriminant de P. Donner le signe de ce discriminant.
2. En déduire le signe de P.
3. Donner le sens de variation de la fonction P, montrer que P admet un minimum sur

R et donner la valeur de ce minimum. Dresser le tableau de variations de la fonction
P. on fera également apparaitre les limites en +o00 et en —oo.

B. Etude d’une fonction d’une variable réelle

Dans cette partie, a désigne toujours un nombre réel. On considere la fonction f définie

pour tout réel x par :
1

x) = :
/(@) 22 =2z +a>+2
Montrer que f est bien définie pour tout réel x.

Donner le signe de f(x) pour tout réel z.

Donner le sens de variation de f, et les limites en 400 et en —oo.
Montrer que, pour tout x € R, f(x) < pEEE
Dresser un tableau résumant les informations précédentes : variations de f, valeur du
maximum, et limites.

A

C. Une fonction de deux variables
On envisage la fonction de deux variables réelles :

1
2 =2x+y?+2

u(r,y) =

On pourra librement utiliser les résultats de la partie précédente, en particulier en posant
a=1y.



1. Montrer que, pour tous réels z et y, on a 0 < u(x,y) < 1.

2. Montrer que :

du

ox

On admettra sans justification que u est effectivement dérivable par rapport a x.

V(z,y) €R:, o (z,y) = 2(1 — z) x (u(z,y))”

ou
3. Calculer de méme a—(:v, y) en fonction de x et de y. On admettra sans justification
x
que u est effectivement dérivable par rapport a y.

4. a. Question de cours : supposons que u admette un extremum local en (zg, yy). Que

. ou ou
dire de g(xo,yo) et a—y(xo,yo) ?

b. Application : donner tous les couples (zg, o) € R? tels que :
V(z,y) € R%,  u(z,y) < u(wo,40)-
5. Existe-t-il un couple (z1,y;) € R? tel que :
V(z,y) €R?, u(z,y) > ulzr,p).

Solution.
A. Une fonction trinbme du second degré

1. Le discriminant de P est

A=(-2P—4x1x(@+2)=4—4(a*+2) =4(1 —a®> — 2) = —4(a® + 1).

Pour tout réel a, a®> + 1 > 0 donc .

2. Comme A < 0 et comme le coefficient dominant de Pest 1 > 0,| P(x) > 0 pour tout réel x |

3. Comme P est une fonction polynéme de degré donc le coefficient dominant est
positif, P est décroissante puis croissante et le changement de variation a lieu en

—(=2)

=57 = 1. Ainsi, P est décroissante sur |—o0o; 1] et croissante sur [1;+o0l.
Ainsi, le minimum de Pest P(1) =1 =2 x 1+a*+2=a*+ 1.
Aux voisinages de +0o et de —oo, P(x) ~ z? donc EIJP P(x) = Er_n P(z) = 4o0.
On aboutit donc au tableau de variations suivant :
T —00 1 +00
+00 400
Variation
de P \ /
a’+1

B. Etude d’une fonction d’une variable réelle

1
1. La fonction P est définie est strictement positive sur R donc| f = i) est bien définie sur R |

2. Pour tout x € R, P(x) > 0 donc > 0ie. | f(z)>0]

P(z)



C.

3. Comme la fonction inversei est décroissante sur |0;+oo[ et comme l'image de P est
incluse dans |0 ; +o0[, f = 10 P est croissante sur |—oo; 1] et décroissante sur [1; +o0l.

De plus, comme Ill}lr_noo P(z) = wl_l}gloo P(z) = 400, par inverse, xll)r_noo flz) = ﬁ131_1){{100 f(x)=0|

4. Pour réel z, P(x) > a* + 1 > 0 donc, comme la fonction inverse est décroissante sur
1 1

105 +o0], P) < R Ainsi, | pour tout z € R, f(z) < el
5. On en déduit le tableau de variation suivant :
€ -0 1 +00
1
Variation 21

Une fonction de deux variables
1. Soit y € R. En appliquant les résultats de la partie A. avec a = y, on obtient que,

< < L
2 =2x+y?+2 "y +1

Ainsi, | pour tous réels z et y, 0 < u(x,y) < 1|

pour tous réels z, 0 <

2. Pour tout (z,y) € R?,

ou 2 — 2 1
- — = (=2 2) X
(=22 +2) (22 — 2z +y? + 2)?

donc gZ(m,y) =2(1 —x) x (u(z,y))?|

3. Pour tout (z,y) € R?

8u( ) 2y o0 X 1
—I\ T = =
ox Y (22 — 22 + Y2 + 2)? Y (22 — 22 + y? + 2)?

done | 5 (2.4) = 20/ (ulz. )|

4. a. Si u admet un extremum local en (zg,y) alors (xg,yo) est un point critique de u

ou ou
donc %(xo,yo) = @(mo’yo = 0) .

b. On cherche les points en lesquels u admet un maximum global. Ces point sont
nécessairement des points critiques. Or, comme u ne s’annule pas sur R,

ou

_ =0 B B B
gg (xO: yO) — 2(1 — l’o)u(io’ 90)2 =0 — 1— £ = 0 . —
—— (@0, 90) =0 2you(xo, Yo)* =0 Yo =0

dy
1

2-2x1+0°+2
1 et on a vu que, pour tout (z,y) € R? wu(z,y) < 1 donc, pour tout (z,y) € R,

u(z,y) < u(l,0).

On conclut que [I'unique point ot u atteint son maximum est (1,0) |.

Ainsi, 'unique point critique de u est (1,0). De plus, u(1,0) =




5. S'il existe un couple (z1,y1) € R? tel que :
V([L', y) € ]R2a U(l’,y) = U(l‘l, yl)

alors u aurait un minimum global sur R?. Ce minimum serait un point critique donc
on aurait (z1,y1) = (1,0). Ainsi, on aurait pour tout (z,y) € R?, u(x,y) > 1. Or,

u(0,0) = 3 < 1 donc on aboutirait a une contradiction.

Ainsi, |u ne présente pas de minimum global sur R? |




