¢ Corrigés des exercices du chapitre 12

Exercice 1.

1. Résoudre sur R I'équation différentielle (Ey) : y = 2y/.

2. Résoudre sur R I'équation différentielle (Es) : i + 3y = e~ ; on cherchera une solution
particuliére sous la forme t — Ate™% ou A € R.

3. Résoudre sur R I’équation différentielle (E3) : ' —y = 1 + ¢*; on cherchera une solution
particuliere sous la forme d'un polyndéme du second degré.

Solution.

1

1. L’équation (E}) est équivalente a ' — —y = 0 donc, par théoréme, I'ensemble des solutions
des (E7) est ‘ {t — Cez | C € R} ‘

2. Les solutions de 1’équation homogeéne 3/ + 3y = 0 sont les fonctions t — Ce ' o C € R.
Soit A € R et g : t — Ate 3t Alors, pour tout réel t,

g (t) +3g(t) = Ae™ — 3Ate™ + 3Ate™ = Ae™®

donc g : t — te™®' est une solution particulicre de (F3). On en déduit que 1’ensemble
des solutions de (Es) est [{t — (t+ C)e ™" | C € R} |.

3. Les solutions de I’équation homogene 3’ — y = 0 sont les fonctions ¢t — Ce’ ou C' € R.

Soit a, b et ¢ des réels et g : t — at? + bt + c. Alors, pour tout réel t,
g ) —g(t) =2at +b— (at®> + bt +¢) = —at* + (2a — b)t +b — c.

donc, pour que g soit solution de (FEj3), il suffit que

—a=1 a=—1
20 —b=0 i.e. b= -2
b—c=1 c= -3

Ainsi, g : t — —t? — 2t — 3 est une solution de (E3) donc I'ensemble des solutions de
(E3) est [{t — Ce! — (> + 2t +3) | C € R} |,

Exercice 2.

1. Résoudre sur R I'équation différentielle (Fy) : y” — 3y’ — 10y = €'; on cherchera une
solution particuliere sous la forme t — Ae! ot A € R.

2. Résoudre sur R I’équation différentielle (Es) : v — 2y’ + y = cos(t) ; on chercher une
solution particuliére sous la forme ¢t — K sin(¢) on K € R.

3. Résoudre sur R l'équation différentielle (E3) : 3’ — 2y’ + 5y = t?; on cherchera une
solution particuliere sous la forme d’un polynéme du second degré.

Solution.

1. L’équation caractéristique associée a I’équation homogene (H;) : y" — 3y’ — 10y est

r? — 3r — 10 = 0. Son discriminant est A = (=3)2 —4 x 1 x (=10) = 49 > 0 donc
I’équation caractéristique admet deux solutions réelles :
—(—=3) +v49

—(—3) —v49
—( ) \/_:—2 et rg = ———— =25
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Ainsi, les solutions de (H;) sont les fonctions ¢t — Ae™?! + Be® ou (4, B) € R2. Soit
AeRet g:t— Aet. Alors, pour tout réel ¢,

g"'(t) — 3¢'(t) — 10g(t) = Ae" — 3Ae" — 104e" = —12A¢"

1
donc g : t — —Eet est une solution de (Ey).

1
On conclut que 'ensemble des solutions de (E; ) est {Ae2t + Be — Eet

(A,B) € RQ} :

. L’équation caractéristique associée a ’équation homogene (Hsy) : 3" —2y'+y est 72 —2r+1 =
0 i.e. r — 1)%. Ainsi, Péquation caractéristique admet une unique solution réelle qui est
ro = 1 donc les solutions de (Hs) sont les fonctions ¢ — (At + B)e! ou (A, B) € R2. Soit
K eRet g:t+—— Ksin(t). Alors, pour tout réel ¢,

g"(t) —29'(t) + g(t) = —K sin(t) — 2(K cos(t)) + K sin(t) = —2K cos(t)

1
donc g : t — 5 sin(t) est une solution de (Fy).

1
On conclut que I'ensemble des solutions de (Es) est { (At + B)e' — 5 sin(t) ‘ (A,B) € RQ} :

. L’équation caractéristique associée a 1’équation homogene (Hs) : y" — 2y + by est
r? —2r +5 = 0. Son discriminant est A = (—2)*> —4 x 1 x 5 = —16 < 0 donc P'équation
caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées :

—(—=2) —+/16 — (=2 V16
7“12—( ) =1-2i et 7”2:—( )+ =142i
2x1 2x1

Ainsi, les solutions de (Hj) sont les fonctions ¢t — e’ (A cos(2t) + Bsin(t)) ou (A, B) €
R2. Soit a, b et ¢ des réels et g : t — at? + bt + c. Alors, pour tout réel ¢,

g"'(t) =24 (t) + 5g(t) = 2a — 2(2at +b) + 5(at* + bt + ¢) = 5at® + (5b — 4a)t + 2a — 2b+ 5¢

donc, pour que ¢ soit solution de (F3), il suffit que

_1
5a =1 a_a
25
20— 2b + 5 = 0 2
125

1 2
o il luti Es).
donc g : t 575 + 25t 198 est une solution de (FE3)

On conclut que I'ensemble des solutions de (E3) est

1 4 2
{et (Acos(2t) + Bsin(t)) + th + 27575 -5 ‘ (

A,B)GRQ}.




Exercice 3. Soit o > 1 et k£ > 0. En s’inspirant de la démonstration de la propriété 16, déterminer
les solutions strictement positives sur [0; +oo[ de 'équation différentielle (E) : y' + ky® = 0.

Solution. Soit g une solution strictement positive de (E) sur [0; 4+o00[. Alors, pour tout ¢ > 0,

'(t "(t
g (t)+kg(t)* = 0 donc ¢'(t) = —kg(t)* et ainsi, comme g(t) > 0, UAONS k. Or, t — — )

1 g(t)> g(t)®
est la dérivée de t ( gt donc il existe une constante C' telle que, pour tout ¢ > 0,
a—1)g(t)*~
1 1
= kt+ C. De plus, en évaluant en 0, on obtient que C' = > ( car
(a—1)g(t)*" ) (a— 1)9(0)0“11
a > 1et g(0) > 0. On en déduit que = (a—1)(kt +C) donc g(t)* ! =
9(0) aue e (a—1)( ) g(t) CERNICEYe)
1
et finalement g(t) = —.
[(a—1)(kt+ C)]aT X
Réciproquement, soit un réel C' > 0 et g :t +—> —. Alors, pour tout réel

[(a—1)(kt+ C)]a—1
t >0, comme k > 0, kt + C' > 0 donc g est bien définie sur [0;+oo[ et, de plus, g(t) > 0 pour
tout t > 0.
Par composée et quotient de fonctions dérivables, g est dérivable sur [0; +oo[ et, pour tout
t>0,

) 1 1 1
gt)=—7 x |- ka—ll
(0 —1)a—1 a—1 (kt +C)a=1t

=—k x ! :
[(a—1)(kt + C’)]ﬁJrl

= —k x ! Tta_1
[(a—=1)(kt+ C)] =T

=—kx ! -
[(a—1)(kt+ C)]a-1 )

= —k X [ ! -

[(a—1)(kt+ C)]a—T
= —kg(t)

donc ¢'(t) + ag(t) = 0. Ainsi, g est bien solution de (E).
On conclut que l'ensemble des solutions strictement positives de (E) sur [0;+oo] est

{t;—> L : CER?} .
[(a—1)(kt+ C)]a—T

Exercice 4. Déterminer les solutions sur [0; +oo[ de I’équation différentielle 3’ = e™¥.

Solution. Soit g une solution de 3 = e™¥ sur [0; +oo[. Alors, pour tout t > 0, ¢'(t) = e™9®
donc ¢'(t)e?® = 1 donc (expog)’(t) = 1. Ainsi, il existe une constante réel C telle que, pour
tout réel t > 0, e9®) = ¢ + C. De plus, en évaluant en 0, C' = %) > 0. Ainsi, pour tout ¢ > 0,
t+ C >0 donc g(t) =In(t + C).

Réciproquement, soit C' > 0 et g : t — In(t + C). Alors, g est définie sur [0;4o0] car,
comme C' > 0, pour tout t > 0, t + C > 0 et g est dérivable sur [0;+oo[ comme composée de
fonctions dérivables. De plus, pour tout ¢ > 0,

1 1 1
! = — _g(t) e = e
g (t) - t+C et € ed(?) eln(t+C) t+C



donc ¢'(t) = 791,

On conclut que 'ensemble des solutions de ¢’ = e™¥ sur [0 ; +-00[ est {t —In(t+C) | C e ]Ri} :

Exercice 5. Résoudre sur l'intervalle I = ]—;T ; ;T[ I'équation différentielle ' = 1 + y? avec la

condition initiale y(0) = 0.

Solution. Soit g une solution de y' = 1 + y? sur I telle que g(0) = 0. Alors, pour tout

14y 2 g(t)

tel, ¢(t) =14 g(t)* donc T g2
tel que, pour tout t € I, arctan(g(t)) =t + C. De plus, comme ¢(0) = 0, C' = arctan(g(0)) =
arctan(0) = 0 donc, pour tout ¢t € I, arctan(g(t)) = t. Or, pour tout t € I, t = arctan(tan(t))
donc arctan(g(t)) = arctan(tan(t)) et, comme arctan est injective, on conclut que, pour tout
tel, g(t) = tan(t).

Réciproquement, si on note g la restriction de tan a I alors g est une fonction définie et
dérivable sur I et, pour tout ¢t € I, ¢/(t) = tan’(t) = 1 + tan®(t) = 1 + g(¢)* donc g est solution
de (E) sur I.

Ainsi, |'unique solution de 3/ = 1 + 3% qui s’annule en 0 est la restriction de tan a I |.

= 1 i.e. (arctanog)’(t) = 1. Ainsi, il existe un réel C'

Exercice 6. En posant z = In(y), déterminer les solutions strictement positives sur R de
I'équation différentielle (F) : ¢ = yIn(y).

= In(y). Alors, z est
v = In(y) = z. Ainsi,

z vérifie 2’ — z = 0 donc il existe C' € R tel que z : t — Ce'. Par suite, comme y = exp(z), y
est de la forme t — exp(Ce').

Réciproquement, soit C' € Ret g : t — exp(Ce'). Alors, g est définie, dérivable et strictement
positive sur R. De plus, pour tout réel ¢,

Solution. Soit y une solution strictement positive de (E) sur R et
y’ yIn

dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables et 2’

g (t) = Ce' exp(Ce") et g(t)In(g(t)) = exp(Ce")Ce’
donc ¢'(t) = g(t) In(g(t)).

On conclut que 'ensemble des solutions de (F) est |{t — exp(Cée') | C € R} |

Exercice 7. Soit a et b deux réels strictement positifs. On considere, sur I = [0; +ool, I’équation
différentielle de Verhulst :

(V) =yla—by).
b
1. Montrer que (V') est équivalente a (V') : ¢/ = ay (1 — [y(> ou K = —.
a
2. Résoudre sur I I'équation différentielle (W) : 2’ + az = +ak. On cherchera une solution
particuliere sous la forme d’une constante.

1
3. En posant z = —, déterminer les solutions de (V') qui ne s’annulent pas sur I.
Yy

Solution.

1. Pour tout fonction y dérivable sur I,

b
(V)<:>y':y><a<1—ay><:>y’:ay(1—Ky)

donc | (V') est équivalente a (V') |.




2. Les solutions de I’équation homogene (H) : 2/ + az = 0 sont les fonctions de la forme
t— Ce on C € R.

Soit m € R et g : t — m. Alors, pour tout t > 0, ¢'(t) + ag(t) = 0+ am = am donc g
est solution de (W) si et seulement si am = aK i.e., comme a # 0, m = K.

On conclut que |I'ensemble des solutions de (W) est {t — Ce ™ + K | C € R} |

1
3. Soit y une solution de (V') qui ne s’annule pas sur [ et z = —. Alors, z est définie et

Yy
dérivable sur I et
! 1-K 1-K 1
z’:—%:—M:—%x yz—a(—K):—a(z—K).
Yy Y Yy Yy Yy

Ainsi, z vérifie 2’ +az = aK donc z est solution de (). D’apres la question précédente, il

existe donc C' € R tel que 2z : t — Ce™* + K. Comme a > 0, tligrn Ce "+ K=K>0
— 00

donc z prend des valeurs positives. Si z prenait aussi des valeurs négatives alors, comme

z est continue, z s’annulerait d’aprses le théoreme des valeurs intermédiaires. Ainsi, pour
tout ¢, z(t) > 0 i.e. Ce~® + k > 0. En particulier, pour ¢ = 0, on obtient C'+ K > 0 donc

C > —K. On conclut donc qu’il existe C' > —K tel que y : t —

1

Ce @ + K
—at <0cara>0donc0<e®<1et, comme K >0,0< Ke™ < K. Alors, comme
C>-K,Ce®>—-Ke ™ > —K donc Ce ® + K > 0. Ainsi, g est définie et dérivable

sur [0; +o0o[ et, pour tout ¢ > 0,

Ce—at + K’

Réciproquement, soit un réel C' > —K et g : t —> . Alors, pour tout t > 0,

—aCe ™  aCe ™™
(Ce=at 4 K)2  (Ce ot + K)2

g(t) = -

et

a K
ag(t) (1 = Kg(t) = = —ier (1 - cet+K>

B a " Ce "+ K- K
Ce % + K Ce % + K

 aCe ™

= o i K

donc ¢'(t) = ag(t)(1 — Kg(t)).
Ainsi, g est solution de (V') . On conclut que 'ensemble des solutions de (V') (et donc

de (V7)) est {t>—> CE]—K;+OO[}.

1
Ce ¢ + K

Exercice 8.

t+1
1. Résoudre sur R I"équation différentielle (F') : 2/ + 2z = ——. On cherchera une solution

particuliere sous la forme d’une fonction affine.

2. En posant z = ,/y, déterminer les fonctions strictement positives qui sont solutions sur
[0; +oo[ de I'équation différentielle (E) : ¢/ = (t +1)/y — 2y.



Solution.

1.

Les solutions de ’équation homogene (H) : 2”7 4+ z = 0 sont les fonctions de la forme
t — Ce " avec C € R.

Soit a et b deux réels et g : t — at +b. Alors, pour tout réel t, ¢'(t) +g(t) = a+at+b =
at + (a + b) donc, pour que g soit une solution de (F), il suffit que

1 1
a:§ ) a = —
1 i.e. 2

t
Ainsi, g : t — 5 est une solution de (F') et donc I'ensemble des solutions de (F') sur R

est {t»—>Ce_t+;’ CER}.

. Soit y une solution strictement positive de (E) sur [0; +oo[. Alors, z = /y est définie et

dérivable sur R et, pour tout réel ¢t > 0,

s Y CEDO 20 b1 ) el bl
EREY TRV R R

Ainsi, z est solution de (F') sont il existe un réel C' tel que, pour tout ¢ € [0;+o00],

t
z(t) = Ce™t + 7 De plus, 2(0) = 1/y(0) > 0 donc C' > 0. Ainsi, y est de la forme

t— (C’e_t + %)2 avec C' > 0.

2
Réciproquement, soit C' > 0 et g : t — (C’e’t + %) . Alors, g est dérivable et strictement
positive sur [0; 4o00] et, pour tout ¢ > 0,

g'(t) =2 (—Ce‘lt + ;) (C’e_t + ;) = (—2Ce—t n 1) <Ce_t N ;)

t
et, comme Ce™! + 5> 0,

cenferts ) afoerely

2
[t +1-2 (Ce_t + ;)] (C’e_t + ;)
t
2

(—QC’e_t + 1) (Ce_t + >

(t+1)y/g(t) —29(t)

donc ¢'(t) = (t + 1)\/g(t) — 2¢9(t) i.e. g est solution de (E).
On conclut que 'ensemble des solutions strictement positives de (E) sur [0;4oo[ est

{tl—> (Ce—t+§)2 Ce Ri} .




Exercice 9. On considére I'équation différentielle (E) : ty” —y' — t3y = 0 sur R¥.
1. Supposons que g soit une solution de (E) sur R’ . Considérons la fonction A : ¢ — g(V1).
a. Exprimer, pour tout ¢ > 0, ¢g(t) en fonction de h et de t.

b. Calculer, pour tout t > 0, ¢'(t) et g”(¢) en fonction des dérivées de h et de t.

1
c. Montrer que & est solution sur R* de I'équation différentielle (F') : y" — V= 0..

d. Déterminer la forme de h puis celle de g.

2. Déterminer I'ensemble des solutions de (E) sur RY.

Solution.

1. a. Pour tout t > 0, h(t) = g(v/1) donc g(t) = g(vV/12) = h(t?).
b. On en déduit que, pour tout t > 0, ¢'(t) = 2th'(t?) et ¢"(t) = 21/ (t*) + 4*1" (1?).
c. Ainsi, pour tout ¢t > 0,

t2K (%) + 4R (t7)) — 2th/ (t*) — t3h(t*) = 0

donc 3(41" (%) — h(t?)) = 0 et, comme 3 # 0, 41" (1?) — h(t?) = 0.
Ceci est valable pour tout réel ¢ > 0 donc, pour tout ¢ > 0, 4h”(\/f2) - h(\/#) =0 ie.
4h"(t) — h(t) = 0. Ainsi, |la fonction h est solution de I’équation (F')|.

1 1 1
d. L’équation caractéristique de (F') est r? — 1= 0 donc les solutions sont —3 et 3 donc

il existe deux constantes réelles A et B telles que, pour tout ¢ > 0, z(t) = Ae™3 + Be?

2 2
et donc, pour tout t > 0, | g(t) = 2(t?) = Ae” 2 + Bez |.

2 2
2. Soit A et B deux réels et g : t — Ae™ 7 + Be'T. Alors, g est dérivable sur R* comme
somme et composées de fonctions dérivables et, pour tout ¢t > 0,

t2 t2 t2 2
g'(t) = —Ate” = + Btez =1 (—Ae_2 + Be2>

et ¢’ est dérivable sur R comme produit, somme et composées de fonctions dérivables
et, pour tout ¢t > 0,

2

17 _ﬁ ﬁ _ﬁ ﬁ _ﬁ =
g'(t)=—Ae" 7 + Bez +t(Ate 2 + Btez | = A(t—1)e” z + B(t+ 1)e=.
On en déduit que, pour tout ¢t > 0,

2 t2 42 42 42 2
tg"(t) — g'(t) — t2g(t) =t (A(t —1)e” 7 + B(t + 1)e2) —t (—Ae_2 + Be2) — ¢ <Ae_2 + Be2)

:A[t(t—l)‘Ft—tQ]e_é+B{t(t+1)—t—t2}e%
=0

donc g est bien solution de (E) sur RY.

Ainsi, I'ensemble des solutions de (E) sur R est | {t — A7 + Be | (A, B) € R?}|.




Exercice 10. Soit un réel £ > 0. On considere sur I = [0; +oo[ I’équation différentielle
(E):y +ky* = 0.

On admet qu’une solution non nulle de (F) sur I ne s’annule pas sur [.

1. Soit y une solution de (£) qui ne s’annule pas sur I.

1
a. Montrer que la fonction u : x — ﬁ est bien définie sur I, qu’elle est dérivable sur
y(x
I et calculer sa dérivée en fonction de y et de y/'.

b. Montrer que, pour tout z € I, u/(x) = k.

1
c. En déduire qu’il existe un réel a > 0 tel que, pour tout = € I, y(z) = .
r+a

2. On dispose de trois fonctions yy, y2 et y3, que 'on suppose définies et dérivables sur 1.
On dispose de certaines valeurs numériques, prises par les fonctions yq, yo et y3, résumées
dans le tableau suivant :

x 0(1] 2 3
n@) |15 5 | 3
yo(x) |9 15| 3 | 2
ys(o) | 5 | 5| =53] -1

a. Justifier que ¥, y2 et y3 sont continues sur 1.

b. Montrer que y3 s’annule sur /. Expliquer pourquoi y3 ne peut pas étre solution de
I'équation (F).

c. Donner, a partir du tableau ci-dessus, un tableau de valeurs pour les deux fonctions

1 1 . . . N
— et —. Expliquer alors pourquoi seule une des deux fonctions y; ou ys peut étre

Y1 Y2
solution de I’équation (F) et préciser laquelle.

d. En admettant que cette fonction soit bien solution de (E), quelles seraient les valeurs
de a et de k. Donner alors ’expression de cette solution en fonction de x.

Solution.

1. a. Comme y est définie et ne s’annule pas sur I, u est bien définie sur I. De plus, y est

solution d'une équation différentielle donc y est dérivable sur I et ainsi, par inverse, u
/

est dérivable sur [ et u' = —y—Q.
Yy
b. Soit x € i. Alors, comme y/(z) + ky(z)? =0, y/(z) = —ky(z)? donc
! 2
) y' () —ky(z)
u(x) = — = — = k.
@)= =y = "y

Ainsi, |pour tout z € I, u/(z) = k|

c. Comme [ est un intervalle, on en déduit qu’il existe a € R tel que, pour tout = € I,
u(z) = kx + a. De plus, comme k > 0, 1_131 u(z) = +oo donc u prend des valeurs

positives. Si u prenait aussi des valeurs négatives alors, comme u est continue (puisque
dérivable), par le théoreme des valeurs intermédiaires, u s’annulerait sur [, ce qui
est exclu. Ainsi, pour tout x € I, u(x) > 0. En particulier, a = «(0) > 0. On conclut
donc qu’il existe a > 0 tel que, pour tout x € I, u(z) = kx + a. Or, pour tout = € I,

1 1
=——d il exist Gel a > 0 tel que, tout z € I, = :
y(z) () onc | il existe un réel a el que, pour tout x y(x) p—




elles sont continues sur 7 |

2. a. Comme ces trois fonctions sont dérivable sur I,

b. On a y0) > 0 et y3(2) < 0 donc, comme y; est continue, par le théoreme des valeurs
intermédiaires, y3 s’annule sur [0;2]. Or, y3 n’est pas nulle donc, comme elle s’annule,
elle ne peut pas étre solution de (E) d’apres le résultat admis dans I’énoncé.

c. On obtient le tableau suivant :

x 01123
1
mne 1131517
1 1 1 1 1
yo(z) | 91 5] 3|2

1
On a vu précédemment que si y est une solution non nulle de (E) alors u = — est
une fonction affine. Or, une fonction affine est a variation constante autrement dit,
x+— u(x + 1) — u(x) est constante sur € Ry. Or, ici, c’est bien le cas pour — mais

Y1
1 1 1 4 2 1
pas pour i car T #* E=3 & Ainsi, ‘la seule solution possible est 1, ‘

1 1
d. Siy; est effectivement solution alors i y(0) =1 donca=1et Tl y(l) = 3

1
20+ 17

donc k£ = 2. Sous cette hypothese, on a donc |y, : x —




