¢ Corrigés des exercices du chapitre 11

Exercice 1. Dans chacun des cas suivants, dire si les vecteurs sont des vecteurs propres de f.
1. f est 'endomorphisme de R? défini par f(z,y) = (z + 2y, 4z + 3y).

a) V1 = (1,0) b) Vo = (1, —1) C) V3 = (1,2) d) Vg = (070)
2. f est 'endomorphisme de Ry[X] défini par f(P) = X(P(X +1) — P(X)).
a) =1 b) P, =X c) P3=X? d) P,=X*+X

Solution.
1. a. f(v1) = (1,4) qui n’est pas colinéaire avec (1,0) donc vy n’est pas un vecteur propre
de f.
b. f(vs) = (—1,1) = —vy et vy # Ogz donc vy est un vecteur propre de f associé a la
valeur propre —1.
c. f(uv3) = (5,10) = 2v3 et v3 # Ogz donc v3 est un vecteur propre de f associé a la
valeur propre 2.
d. v, est nul donc vy n’est pas un vecteur propre de f.
2. a. f(P)=X(1-1)=0=0P, et P, # Or,[x] donc P, est un vecteur propre de f propre
associé a la valeur propre 0.
b. f(P) =X(X +1—-X)=X =P, et P, # Og,x] donc P, est un vecteur propre de f
associé a la valeur propre 1.
c. f(P3)=X((X+1)2—X?)=X(X?+2X+1-X?) =2X?+ X qui nest pas colinéaire
a X (car la famille (X, X?) est libre) donc P3 n’est pas une vecteur propre de f.
d. f(P)=X(X+1)?+(X+1)-(X2+X)=X(X?+2X +1+ X +1-X?-X) =
X(2X +2) =2(X?+ X) = 2P, et Py # Og,[x] donc Py est une vecteur propre de f
associé a la valeur propre 2.

Exercice 2. Déterminer les valeurs propres de chacun des endomorphismes définis suivants.

1)f: R — R 2) f: Ro[X] —  Ry[X]
(z5y) — (y;72) P — PX+1)
3) f: R? s R?

(x;y;2) — (2y—2;3x—2y;—2x+2y+ 2)

Solution.

1. Un réel X est valeur propre de f si et seulement s’il existe (z,y) # Og,[x] tel que

flz,y) = Mz, y) ie. (y,x) = Nz, y) soit (S)

et, si x = 0 alors la premiére équation donne y = 0 ce qui est exclu car (z,y) # (0,0).
y=x {y =x y=—x
ie.

y=ar Or, (S) équivaut a y=n
=Ny r =\

ou On en
=1 A=1 A=—1

déduit que |Sp(f) = {—1,1}, Ei(f) = Vect((1,1)) et E_;(f) = Vect((1, —1)).

Ainsi, x # 0 et donc () équivaut a {




2. Un réel X\ est valeur propre de f si et seulement s’il existe un polynéme non nul P =
aX? +bX + c tel que f(P) = AP. Or, pour un tel polynome,

f(P)=a(X+1)*+b(X+1)+c = a(X?+2X +1)+bX +b+c = aX*+(2a+b) X +a+b+c
donc, comme (1, X, X?) est une base de Ry[X],

a= \a
f(P)= AP <= aX?*+(2a+b)X+a+b+c=NaX*+bX +c) <= {2a+b=\b
a+b+c= A
Si a # 0, on obtient
A=1
204+b=Xb << a=0
at+c=c

ce qui contradictoire donc a = 0. Ainsi, le systeme devient

b= M\b
b+c= M\

Si b # 0, la premiere égalité donne A\ = 1 et donc la seconde égalité donne b = 0, ce qui
est contradictoire.

Ainsi, b = 0 donc le systeme se réduit a ¢ = Ac et, comme P # 0 et a =b =0, ¢ # 0 donc

A = 1. Ainsi, on conclut que|l'unique valeur de f est 1 et Ey(f) = {c| c € R*} = Vect(1)]|.

3. Un réel A est valeur propre de f si et seulement s'il existe un vecteur non nul (z,y, z) de
R3 tel que f(z,y,2) = Mz, vy, 2) i.e.

2y —z=A\x A —2y+2=0 Ly
(S)¢3x —2y =My —3r—2+N)y=0 Ly .
-2 42y + 2= Az 20 =2y + (A —1)z=0 Ls
Ainsi,
(S)<= M —2y+2=0 Ly <> Ly
20 —2y+(A—1)z=0 L
31— (2+ Ny =0 L
= (BN -2y+rr=0 Ly Ly 3L
(22+ ) -2)y+ (A =1)2=0 Ls¢ Ly — 2L,
3r—(2+AN)y=0 Ly
= (N2 42X —=6)y+32=0 Ly <+ 3L,

Si A =1, le systeme devient
3r—3y =20
—3y+32=0
0=0



qui est de rang 2 donc 1 est valeur propre de f.
Si A #£ 1 alors on peut diviser la derniere ligne par A — 1, ce qui donne

3r—(24+Ny=0 Ly
(S) = (N2+2X —6)y+32=0 Ly

20+ 32=0 Ls
32— (24 Ny =0 L,

> 2y +32=0 L3 < Lo
()\2+2)\—6>y+323:0 L3 < Lo
3r— 2+ Ny =0 Ly

= 20+32=0 L3 <> Ly
(3—3(N24+2X\—6))z=0 L3+ Ly— 2(A\>+2X—6)L,
31‘—(2+/\)y:0 L1

= 2y+2=0 L3 < Lo
(A24+20—8)2 =0 Ly« —2L,

Ce systéme n’est pas de rang 3 si et seulement si A\? + 2\ — 8 = 0. Le discriminant du
trindme X2 +2X — 8 est A =22 —4 x 1 x (=8) = 36 > 0 donc ce trindme possede deux
racines réelles :

C—2-4/36 _T24VB6

_fTNVIR gy t _
o 2% 1 o 2% 1

On conclut que [Sp(f) = {1;2;—4}|

Exercice 3. Déterminer les valeurs propres réelles de chacune des matrices suivantes.

1 4 6
G (1) oo(NY) oefos
00 3

Solution.
e Soit A € R. Alors,

det(A — \I) = ‘3 —A A

) 3_)\‘:(3_)\)2_16:9—6)\+)\2—16:)\2—6>\—7.

Le discriminant du trindme de X? — 6X — 7T est A = (—6)> —4 x 1 x (—=7) = 64 > 0 donc ce
trindme possede deux racines réelles :

—(—6) + V64
rn=——"—""—"=-1 et .TQZ—( )+ =

2x1 2x1 7

On conclut donc que [Sp(A) ={—1;7}|

e La matrice B est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont 1 et 1 donc
Sp(4) = {1} ]
e Soit A € R. Alors,

det(C — A1) = |: = (=N’ = (=) =X +1>0.



Ainsi, pour tout réel A\, C'— A\l est inversible donc |Sp(C') = & |.

e La matrice D est triangulaire supérieure et ses coefficients diagonaux sont 1, 2 et 3 donc

Sp(D) ={1;2;3}|

i

Exercice 4. Soit A = G _1> € #,(C).

1. La matrice A est-elle symétrique ?

2. Déterminer le spectre de A.

3. La matrice A est-elle diagonalisable ?

Solution.

1. Comme ‘A = A, la matrice ‘A est symétrique ‘

2. Soit A € C. Alors, det(A—\I5) = ‘1 - _11_ )\' = (1A (—1=XN)—22 = A2—1+1 = )2
qui s’annule si et seulement si A = 0. Ainsi, |Sp(A) = {0} |

3. Si A est diagonalisable, il existe une matrice inversible P tel que A = PDP~! avec

D = <8 8) = 0y donc A = 05. Or, A # 0, donc ‘A n’est pas diagonalisable |.

1 01
Exercice 5. Soit N=|1 1 1| € .3(R).
1 01

1. Déterminer le rang de NV et de N — I3. Que peut-on en déduire en terme de valeur propre
et de sous-espace propre ?
2. Montrer que f possede trois valeurs propres distinctes.
3. La matrice N est-elle diagonalisable ?
Solution.
1. Les deux premiers vecteurs colonnes C et Cy de N ne sont pas colinéaires et le troisieme
vecteur colonne Cjy est égal a Cy donc dim(Vect(Cy, Cy, C3)) = 2 et ainsi [rg(N) = 2|
0 01
N —1I3=11 0 1] est également de rang 2 car son premier et son dernier vecteurs
100
colonnes sont libres et son deuxiéme vecteur colonne est nul. Ainsi, |rg(N — I3) = 2|,
Comme N = N —0I3 et N — I3 = N — 113 ne sont pas de rang 3, elles ne sont pas
inversibles et donc |0 et 1 sont des valeurs propres de N ‘ De plus, comme N et N — I3
sont de rang 2, on en déduit que les sous-espaces propres Fy(f) et E1(f) sont de dimension
3—2=1.
1—Xx 0 1 Ly
2. Soit A € R. Alors, N — \I3 = 1 1—A 1 Ly a la méme rang que les matrices
1 0 1—X) Ls
suivantes :
1 1—A 1 Lo 01—\ A Lo+ Ly — Ly



1 0 1—A 1 0 1—A
01—\ A 0 1—2A A
0 0 1—(1-2\+A2) 0 0 A2-=2))
Ainsi, N — A3 n’est pas de rang 3 si et seulement si A = 1 ou A =0 ou A = 2 donc
Sp(N) ={0;1;2}|.
3. La matrice N est une matrice carrée d’ordre 3 qui possede 3 valeurs propres distinctes
donc ’elle est diagonalisable ‘

Exercice 6. On définit sur Ry[X] une application u par u(P) = P(1)X + P(2)X?2. Déterminer
les valeurs propres et les espaces propres de cet endomorphisme.

Solution. u(1) = X + X? u(X) = X +2X? et u(X?) = X +4X? donc la matrice de u dans
000

la base canonique de Ro[X]est A= |1 1 1
1 2 4
Soit A € R. Alors, A est valeur propre de A si et seulement s’il existe un vecteur non nul

(z,y,2) € R? solution de

0= Mx Ax =0 Ly
(S)sz+y+2=X\y S r+(1=-Ny+2z=0 Ly
r+2y+4z= Az r+2y+(4—-Nz=0 L
r+2y+(4—-Nz=0 L; <+ L r+2y+(4—-XNz=0 Ly
(S) =t (1-Ny+z=0 Ly = 1Ny +(A=3)2=0 Lyt Ly— L,
A =0 Ly < Ly 2 \y—A4—-XN)z=0 Ly < L3 — ALy

Si A = 0 alors le systeme devient

r+2y+42=0
—y—32=0
0=0

qui est de rang 2 donc ‘O est valeur propre de A ‘ De plus, dans ce cas,

(S) <= {x FAB) A 22y = —3z

y=—32

donc le sous-espace propre de A associé a la valeur propre 0 est engendré par (2,—3,1) et donc
FEo(u) = Vect(X? — 3X +2)|.
Supposons a présent A # 0. On peut alors diviser la derniere équation par —\ :

r+2y+(4—-XNz=0 Ly r+2y+(4—-XNz=0 Ly
(S) = {—(1+Ny+\A—3)z=0 Ly =2t (4—Nz=0 Lo <5 Ly
2+ (4—XN)z=0 Ly < —Ls —(1+Ny+(A=3)2=0 L3+ Ly
T+2y+(4-X2)z=0 Ly r+2y+ (4 —-—Nz=0 I,
= {2yt (4 -A)z=0 Ly =2+ (4—N)z=0 Ly
(M- N +A-3)z=0 Ly Ly + 120, (N —5A+2)2=0 Ly —2L,




Ainsi, (S) n’est pas de rang 3 si et seulement si A> — 5\ + 2 = 0. Le discriminant du trinéme
X?2—5X +2est A= (—5)?—4x1x2=17> 0 donc ce trindme posséde deux racines réelles :

—(=5)-VIT _5-ViT o (=) +VIT 54 VT

2x1 2 2x1 2

T =

— V17 5+ /17
On conclut donc que Sp(u):{o;5 5 7; +2 }
Si)\:ﬂ,ona
2
b —17
r+2y+ |4 - )zzO 3+ V17 3+ V17
2 +2( - T + 5 z2=0
S) <= 5 — /17 =
() 2y—|—(4— 5 )z—O 34417
=——72
0=0 4
=0
= 3+ V17
Yy=—- 4 z

Ainsi, le sous-espace propre de A associé a la valeur propre x; = 5

est engendré par le

vecteur (0, —#17 1) donc | E,, (u) = Vect(X? — 317X |
sj)\:M70na
2
+ V17
S) = 5+ V17 —
y=- z
0=0 4
z=20
Yy=—- Z

54+ V17

Ainsi, le sous-espace propre de A associé a la valeur propre xy = — est engendré par le

vecteur (O, —3’ﬁ, 1) donc | B, (u) = Vect(X? — 73’4‘@)() .

Exercice 7. Soit f ’'endomorphisme de R?® canoniquement associé & la matrice :
1 11
A=11 11
1 11

1. a. Calculer f(1,1,1) et en déduire une valeur propre de f.
b. Déterminer la dimension du sous-espace propre correspondant.

2. a. Déterminer le rang de f et en déduire la dimension de ker(f).



b. En déduire que 0 est valeur propre de f et donner la dimension du sous-espace propre
Eo(f).

3. Démontrer que f est diagonalisable.

Solution.
1

Loa A|1]|=(3 3 3)donc|f(1,1,1) = (3,3,3)] Ainsi, f(1,1,1) = 3(1,1,1) et (1,1,1) #
1

(0,0,0) donc ‘3 est valeur propre de f ‘

Pour déterminer le sous-espace propre associé a la valeur propre 1, on résout le

systeme :
rT+y+z=3x —2r+y+2=0 I, r+y—22=0 Ly < Lg
ez +y+2=3y <= ax—-2y+2=0 Ly<=<ax—-2y+2=0 Ly
r+y+z=3z r+y—22=0 Ls —2x4+y+2z=0 L3 L,

r4+y—22=0 I,
<~ —3y+3Z:O LQ%LQ—Ll
?)y—v?)ZIO L3FL3+2L1

{:E+Z—22=0 {x:z
<~ e
Yy==z Y=z

Ainsi, E5(f) = Vect(1,1,1) donc |dim(E3(f)) =1}

a. Les trois vecteurs colonnes sont identiques sont Im(f) = (1,1, 1; et ainsi |rg(f) =1|.

Par le théoreme du rang, on en déduit que |dim(ker f) =3 —1 =2/

b. Comme dim(ker(f—0Id) = dim(ker f) > 0, ‘ 0 est valeur propre de f‘et dim(Eo(f)) = 2|

2. Etant donné que dim(Fs5(f)) + dim(Eo(f)) = 1 +2 = 3 = dim(R?), par théoréme,
‘ f est diagonalisable ‘

1 2 4
Exercice 8. La matrice M = [ -2 1 0 | € .#5(R) est-elle diagonalisable ?
1 -1 -1

Solution. Soit A € R. Considérons le systeme

T+2y+4z = \x (I1-XNz+2y+42=0 L,
(S)s—2z+y=M\y = -2r+(1-Ny=0 Lo
T—y—z=M\z r—y—(1+XN)z=0 Ls

Alors,

r—y—(14+XN)z=0 L+ Ls

(S) =<2+ (1-Ny=0 Ly
(1—=Nz+2y+42=0 L3« Ls
r—y—(1+X)z=0 Ly < Ly

=1+ Ny =201+ N)z=0 Ly Lo+ 2L,
B-ANy+ (G- )z=0 Ly Ly— (1 —\)L




Si A= —1 alors

r—y=20 B
(S) <= <{0=0 @{x_y
dy4+42 =0

Ainsi, —1 est valeur propre de M et Ey(M) = vect((1,1,—1)).
Si A # —1, on peut simplifier la deuxiéme ligne par —(1 4+ \) :

x—y—(l—f—)\)Z:O L1
B=Ny+(B-M)z=0 L3
r—y—(1+XN)z=0 Ly
— qy+22=0 Lo
r—y—(14+XN)z=0

—y+22=0

1
o 1+)\L2

Ainsi, le rang de S est 2 si et seulement si —A\? + 2\ — 1 = 0. Or,
N2 —1=0= -(N-2A+1)P =0+ -(A-1) =0 =1

Ainsi, 1 est valeur propre et, lorsque A = 1, le systeme devient

r—y—22=0
y+22=0
0z=0

qui est de rang 2 donc dim(E,(M)) =3 -2 =1.
On conclut que Sp(M) = {—1;1} et que dim(E(M)) + dim(E_;(M)) = 2 # 3 donc
M n’est pas diagonalisable ‘

Exercice 9. On considere les matrices
2 1 1 010
A=11 2 1 et B=1|1 01
1 1 2 1

(@)
(@)

1. a. Justifier que A est diagonalisable et puis diagonaliser A.
b. En déduire, pour tout n € N, I'expression de A™ en fonction de n.

2. Reprendre la question 1. avec la matrice B.
Solution.
1. a. A est une matrice symétrique réelle donc, par le théoreme spectral, A est diagonalisable.

Soit A € R. On considere le systeme

e+ y+z= X 2-Nz+y+2z=0 L,
(S)sx+2y+2=X\y <=2+ 2-Ny+2=0 L,
r+y+2z= Nz r+y+(2-Nz=0 Ls



Alors,

r+y+2—-Nz=0 L; < Ls
(S)<= x4+ 2-Ny+2z=0 Ly
2=Nz+y+2=0 L3 Ly
r+y+(2-XN)z=0 Ly
= 1-Ny+(A—-1)z=0 Ly < Ly — Iy
A=Dy+(1—=2-=XN?)2=0 L3+ Ly —(2— N\,

et, en reconnaissant une identité remarquable : 1—(2—X)? = (1—(2—\))(1+(2—)))

x—l—y—i—(Q—)\)Z:O L1
S)={1=-ANy+A=1)z=0 Lo
A=Dy+AN=1)B=-Nz=0 L3
Si A =1, il vient
r+y+z=0
(S) <= <0=0 = z=—x—y
0=0

Ainsi, 1 est valeur propre de A et Ei(A) = {(z,y,—z —vy) | (v,y) € R*} =
Vect((1,0,—1),(0,1,—1)).
Si A #£ 0, on peut simplifier la ligne 2 par 1 — X et la ligne 3 par A — 1, et il vient

r+y+2-Nz=0 L,

()<= y—2=0 Ly < 15 Lo
y+(B3—-Nz=0 Ly < 5L
r+y+(2—-Nz=0 L

—<y—2=0 Ly
(4= Nz=0 Ly ¢ Ly — Ly

donc (5) n’est pas de rang 3 si et seulement si A = 4 et, dans ce cas,

(S) «—

Ainsi, E4(A) = Vect((1,1,1)). On en déduit que A = PDP~! avec D = (

1
0
-1

0
1
-1

etP(

est diagonale, D"

1
1
1

Xz

Y

<:>{
_L2

uestion précédente

\_/@

. Déterminons P~ 1.

+2—2z=0 {x—z
e

=z y==z

1 00

01 0

0 0 4

que A" = PD"P~! Comme D

Pour cela, on résout le systeme



suivant :

r+z=a Ly r+z=a Ly
y+Z: L2<:> y+Z:b L2
—r—y+z=c L3 —y+2,z:a+c L3(-L3+L1
r+z=a L1
< qy+z2=0> Lo
3z=a+b+c Ly <+ L3+ Ly
t+5(a+b+c)=a
= qy+ila+b+c)
z=z(a+b+c)
z=52a—b—c)
= qy=3(-a+20—c)=b
z=1(a+b+c)
1 2 -1 -1
Ainsi,P‘1:§ -1 2 -1
1 1 1
On en déduit que
1 10 1\ /1 0 0 2 -1 -1
A”:§011010—12—1
-1 -1 1/ \0 0 4" 1 1 1
1 1 0 1 2 -1 -1
=3 o 1 1)]|-1 2 -1
-1 -1 1 4m 4n 4n

soit

244" 144" —144"
At= o —ledn 244 1
144" 1447 24 4n

2. B est une matrice symétrique réelle donc, par le théoreme spectral, B est diagonalisable.
Soit A € R. On considere le systeme

y:)\:L‘ —)\$+y:0 L1
Sz +z=\y <=<Sa—-Iy+2=0 L,
Y= Az y—Az=0 Ls
Alors,
r—ANy+2=0 Ly< Lo r—ANy+2=0 Ly
(S)<=<{-Xx+y=0 Lo Ly <=1 =M M)y +A2=0 Ly<+ Ly + N4
y—Az=0 Ls y—Az=0 Ls
r—Ay+2=0 Ly r—=Ay+2=0 1L,
< y—)\Z:O LQHL3<:> y—)\Z:O L2
(1—/\2>’y—|—)\Z:O L3HL2 /\(2—)\2)220 L3<—L3—(1—)\2)L2




Ce systéme n’est pas de rang 3 si et seulement si A(2 — A\2) = 0ie. A =0 ou A =+/2 ou
A= V2

Si A =0, on obtient
r+2=0
(S) <= <y=0 <:>{

Ainsi, Ey(B) = Vect((1,0,—1)).
Si A = v/2, on obtient

w—\/§y+z:0
(S) <= 3y—Vv22=0 — T —V2(V22) +2=0 o )e=2
y =2z

0=0

Ainsi, E 5(B) = Vect((1,v/2,1)).
Si A = —v/2, on obtient

(S) <= Jy+Vv2z=0

T+V2y+2=0 {
0=0

T+v2(=V22) +2=0 r=z
y=—V2z (:}{ —

Ainsi, E 5(B) = Vect((1, —v/2,1)).

0 0 0 11 1
OnendéduitqueAPDPlavecD(O V2 0 )ap(o V2 \/5)

0 0 —Vv2 -1 1 1
Soit n € N*. On déduit de la question précédente que A" = PD"P~! Comme D est
0 0 0
diagonale, D" = |0 /2" 0 . Déterminons P~!. Pour cela, on résout le systéme
00 (V2"
suivant :
r+y+tz=a Iy r+y+tz=a L
V2 = V22=0b Ly <=2y —22=+2b Ly 2L,
—r4+y+z=c Lj 204+2z=a+c L3+ L3+ L,
r+y+tz=a Ly

<= 2y—2,z:\/§b Ly < /2L,
4z=a—+2b+c L3+ Ly— Ly
r4+y+ia—vV2+c)=a
=2y —2((a—V2b+c)=b

z=1(a—V2b+¢)
4+ 1(a++v2b+c)=1(3a+v2b—c)
= y=1(a+v2b+0)
z=1(a—V2b+¢)
1(2a — 2¢)
=1 y=1a+vV2b+c)
z=1(a—V2b+c)



1 2 0 =2
Ainsi, P71 = 1 1 V2
1 —V2

On en déduit que

R 0 0 0 2 0 -2
B=_|0 V2 —v2[ 10 v2© 0 1 V2 1
-1 1 1 0 0 (—v2r) \1 —v2 1
TR 0 0 0
= o v2 —vaf| v vt
-1 1 1 (=v2)" (=v2)" (=V2)"

soit

IV VT
\/—n+1 Vo s \/—"+2 (—y/2)7+2 \/§”+1 + (—V/2) !
V2" + \/5)" N V) e N Ok

Remarque : cette expression n’est valable que pour n > 1 car nous avons utilisé le fait que
0™ = 0, ce qui n’est vrai que pour n > 1 (car 0° = 1).

Exercice 10. On dispose de deux urnes A et B : 'urne A contient 2 boules rouges et 3 boules
vertes, tandis que 'urne B contient 4 boules rouges et 1 boule verte. On effectue des tirages
avec remise selon le protocole suivant : le premier tirage est fait dans I'urne A ; a chaque tirage,
si on tire une boule rouge le tirage suivant est fait dans 'urne A, et si on tire une boule verte
le tirage suivant est fait dans I'urne B. Pour tout n € N*, on note R,, (resp. V) I’événement
réalisé lorsqu’on obtient une boule rouge (resp. verte) au n-ieme tirage.

1. Déterminer P(R;) et P(17).
2. Déterminer P(Ry | Ry) et P(Rs | V1), et en déduire P(Ry).

3. Soit un entier n € N*. Justifier que :

P(Rn+1) = §P<Rn) + ;lP(Vn)
et 3 1
P(V,41) = gP(Rn) + 5P<Vn)'

P(R,»)_

4. Pour tout n € N*, on considere la matrice colonne X,, = (P (V.)
n

1
a. Déterminer une matrice M € .#>(R) telle que, pour tout n € N*, X, ,; = SMXn.

b. Démontrer que, pour tout n € N*, X,, =

5. a. Démontrer que M est diagonalisable.

b. Déterminer une matrice inversible P € .#5(R) et une matrice diagonale D € .#5(R)
telles que M = PDP~!.

c. Démontrer que, pour tout n € N, M" = PD"P~!,
6. En déduire, pour tout n € N*, des expressions de P(R,,) et P(V},) en fonction de n.

Solution.



1. Le premier tirage est effectué dans I'urne A donc, par équiprobabilité, |P(R;) = g et
3
P() == |
2. Si Ry est réalisé, le second tirage est effectué dans I'urne A donc, comme il y a remise,
on a, comme précédemment, | P(Ry | Ry) = ? .
Si V; est réalisé, le second tirage est effectué dans I'urne B donc, par équiprobabilité,
P(Ry | Vi) = 5|

Comme R; et V; forment un systeme complet d’évenements, d’apres la formule des
probabilités totales,

2 2 3 4
soit | P(Ry) = ;g .

3. Comme précédemment, on a P(R,1 | R,) = R et P(R,11 | Vi) = R donc, comme R,

et V,, forment un systeme complets d’évenements, d’apres la formule des probabilités
totales,
P(Ryy1) = P(Ry)P(Rps1 | Ba) + P(Vo)P(Riga | Vi)

?P(Rn) + ;lP(Vn) :

Comme R, ;1 et V, 11 sont complémentaires,

i.e. P(Rn+1) =

P(Vy1) = 1 — P(Rpp) = 1 — (EP(Rn) 4 ;lP(vn))

De plus, comme R,, et V,, sont complémentaires, P(R,) + P(V,) = 1 donc

2 4
P(V,11)=1—-P(R,11) =P(R,) +P(V,,) — 5P(Rn) — BP(Vn)
: 3 1
soit finalement, | P (V1) = gP(Rn) + gP(Vn) .
4. a. Pour tout n € N*,
2 4 2 4
P(Rp11) gP(Rn) 5P(Vn) 5 5 P(R,) 1
Aot = e 1 131 = gMXs
P n *P n = n = F P n
V) \tP@)+Po)) o) \Poi)
en posant |M = (g %) :
1
b. Considérons, pour tout n € N*, la proposition H,, : « X,, = r(,)71_1]\4”_1X1 ».

1 1
o Initialisation. FMl_le = IMoXl = [, X; = X; donc H; est vraie.



e Hérédité. Soit n € N*. Supposons que H,, est vraie. Alors,

1 1 1
- MM NYX, = —M"X
5 % gl )X = g MY

1 1 1
Xpp1 = gMXn = 5M ( — M”‘1X1> =

donc H, ;1 est vraie.

e Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que

Vne N, X,=-—M"1X,|

5n71

. Soit A € R. Alors,

det(M — )\IQ) =

2—)\ 4
3 1—-A

‘:(2—/\)(1—)\)—12:)\2—3/\—10.

Le discriminant de X? —3X — 10 est A = (=3)? =4 x 1 x (—=10) =49 > 0 donc ce
trindbme possede 2 racines distinctes.

On en déduit que M possede deux valeurs propres distinctes donc, comme M est
d’ordre 2, ‘M est diagonalisable ‘

. Les valeurs propres de M sont les racines de X2 — 3X — 10 & savoir :

—(=3)+v49 _

i 2% 1 oo 2 x 1 °
Déterminons E_»(M). Pour cela, on considere le systeme :
(9) vy RPN Y y=—x
3r+y=—-2y 3r+3y =0
donc E_o(M) = Vect((1, —1)).
Déterminons Es5(M). Pour cela, on considere le systeme :
2 4y =5 —3r+4y =0 3
(S Ty SN Ty = y=-y
3x+y=>5y 3x —4y =0 4

donc E5(M) = Vect((4,3)).

On conclut que | M = PDP~" avec D = (‘02 (5)> of P — (_11 ;L) '

. Considérons, pour tout n € N, la proposition Q,, : « M™ = PD"P~1 ».
e Initialisation. PD'P~! = PILP~!' = PP~ = I, = M" donc Q, est vraie.
e Hérédité. Soit n € N. Supposons que ), est vraie. Alors,

M" = M"M = (PD"P~"(PDP™') = PD"(P~*P)DP™!
= PD"bDP™' = PD"DP~' = pp"t p~!

donc ), est vraie.
e Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que

VneN, M"=PD"P'|




6. Soit n € N. Comme D est diagonale, D" = <(_02> 50n). De plus, det(P) =1 x 3 —

1(3 —4
B o -1 _ = . .
(—1) x4 =7 donc P —7<1 1>.A1n31,

L1 4\ (=2 0\ (3 -4
Mv( )0
1 1\ (3( 2 no_g(—-2)r
Y 5

3(=2)"+4 x5 —4(=2)"4+4x5"
C3(=2)" +3x 5" 4(—2)" + 3 x 5"

Soit n € N*. Alors, n — 1 € N donc

1 ( 3(=2)" M4 d x5t —4(=2)" 44 x 5”1>

Mnfl P
7\ =3(=2)"1 +3 x5t 4(=2)"71 43 x 57!

et ainsi, d’apres le résultat de la question 4.b., en remarquant que X; =

] =
/N
W DN W DN
"

Lo (32" 44 x5 —A(=2)" 4 x 5 1
Tl 7\ =3(=2) 3 x5 4(=2) 43 x5 ) 5
B 6(—2)" 1+ 8 x 5" —12(—2)""! 412 x 57!
T 7 x5\ —6(=2)"1 46 x 577 4 12(=2)" " 9 x 57
1 (20 x5t —6(—2)"!
7 x 57 \15 x 5771 4 6(—2)"!
1 [ax 54 3(=2)n
T 7 x 57 \3x 5" —3(=2)"

On conclut que

4% 5" + 3(—=2)" 3 x 5" — 3(—2)"
v e, Pl 7% 5" ot P(VA) 7% 5"
Exercice 11. On pose
0
011 11 1 1
M=-[10 1|, P=|1 -1 0 et D=0 -5 0
_ 1
110 10 -1 00

1. a. Montrer par la méthode du pivot de Gauss que P est inversible et calculer P!,

b. Vérifier que M = PDP™!.

2. Un centre de vacances étudie le comportement d’'un client qui a le choix chaque jour
entre trois activités qui seront appelées A, B et C.
On considere que si le jour n le client a choisi une activité, il en change systématiquement
le lendemain et choisit de maniere équiprobable entre les deux autres activités.
Le premier jour (c’est-a-dire le jour 1), le client choisit I'activité B.



Pour tout n € N*, on note A, (respectivement B,, et C,,) I’événement « le client choisit
lactivité A le jour n » (respectivement B et C) et on note a, (respectivement b, et ¢,)
sa probabilité.

an 0
On définit également, pour tout n € N* la matrice U, par U, = | b, |. Ainsi, U; = | 1
Cn, 0

a. En utilisant la formule des probabilités totales, montrer que, pour tout entier naturel
n non nul, U, = MU,.

b. En utilisant la relation établie en 1.b., en déduire par récurrence que, pour tout entier
1
naturel n non nul, U,, = ~PD"! | -2
1

c. En déduire que, pour tout entier n non nul,

W

N —eo| =

N———
i

1S
3
Il
Q| — :Q
|
|
i CR
~_
3
|
—

>
3

I

\

+
Wl o
/I\

Solution.

1. a. On considere le systeme
r+y+z=a L,

(S)qz—y=0 Ly
r—z=c Ls
Alors,
r+y+z=a Ly r+yt+z=a Ly
(S)<=<—2y—z2=b—a Lo+ Ly— L << 2y—z=b—a Ly
—y—2z2=c—a L34+ L3— 1L, y+2z=a—c L3+ —Ls
r+y+z=a Ly r+yt+z=a Ly
= Jy+2z=a—c Lo Ly <= (y+2z2=a—c Ly
—2y—z=b—a L3 Ly 3z=a+b—2c L3¢+ L3+ 2L,
t4+y+3(a+b—2c)=a x4+ 5(a—2b+c) = 3(2a— b+ 2c)
= (y+2xzi(a+b—2c)=a—c <= Jy=3(a—2b+c)
z=1(a+b—2c) z=1(a+b—c)
r=z(a+b+c)
= qy=3i(a—2b+c)
z=z(a+b—2c)

Comme le systéme admet une unique solution, | P est inversible et P~ =




b. Ainsi,

1 0 0
L1011 1 11 1
PDP*lzg 1 -1 0|0 -5 0 ]l1 -2 1
Lo —1){, o 1\ 1 =2
11 1 b ; ; ;
1 1
B R —% L =5 = 1y i
1o -1 71 (2)
2 2 5 3

donc | M = PDP1|,

2. a. Soit n € N*. Les évenements A,,, B,, et C,, forment un systeme complet d’évenements
donc, par la formule de probabilités totales,

an+1 = P<An+1) = P<An)P(An+1 | An) + P(Bn)P<An+1 | Bn) + P(Cn)P<An+1 | Cn)
1

1
=a, Xx0+0b, X = n X —
a + 2+c 5

1
= §(bn + ¢n)

bus1 = P(Bus1) = P(A)P(Bust | Ap) + P(Ba)P(Busi | By) + P(Co)P(Bpsy | Cn)

1 1
=a, X = +0b, x0 n X —
a 2—|— +c 5

1

= i(an +cn)

Cn+1 = P<Cn+1) = P(AR)P(Cn—H | An) + P<BH)P(On+1 | Bn) + P(Cn)P(Cn+1 | Cn)

1 1
:an><§+bn><§+cn><0

1
= §(an + bn)

On en déduit que

(p+1 1 bn +cn 1
Un+1 = bn-l—l = 5 ap +Cp | = 5
Cn+1 an + bn

donc |U,,11 = MU, ‘

1
1
b. Considérons, pour tout n € N*, la proposition H, : « U, = gPD“*1 (2) ».
1
e Initialisation.

1
ppo| 2] =1
3 ] 3



donc H; est vraie.
e Hérédité. Soit n € N*. Alors,

1
1
Upy1 = MU, = (PDP U, = (PDP™) §PD”*1 -2
1
1 LY !
= -PD(P'P)D" ' | 2| =-PDD" | -2
3 3
1 1
1
1
1
donc H,; est vraie.
e Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que
1 1
VneN', U,=_-PD"'|-2
s 1
1 0 0
1 n—1
c. Soit n € N*. Comme la matrice D est diagonale, D"~ ! = 0 <_2> 0
1 n—1
0 0 ——
(-2)
donc
1 0 0
1 1 1 1 1\ 1
V=35 |1 -1 0 0 <—2> 0 —2
Lo -1/, (_1)“—1 1
2
1
1 1 1 1 1\n1
=1 -1 o ]]|2 (—2
S\t 0 -1 (_ 1 )“1
2

I
W
—_
+
[\
TN
|
\
~——
3
L

et on conclut que

Exercice 12. On étudie une partie de la surface du fond de l'océan sur laquelle poussent
uniquement deux algues : 'algue A et l'algue B. La quantité totale d’algues est supposée
constante au cours du temps, égale a 1000 algues. On sait que, chaque année,



e 5% des algues A et 10% des algues B meurent ;

e la moitié des algues qui meurent sont remplacées par des algues A et 'autre moitié par

des algues B.

Pour tout n € N, on note a,, le nombre d’algues A en vie a la fin de 'année n et b,, le nombre
d’algues B en vie a la fin de I'année n.

1.

. Exprimer, pour tout n € N, (a"> en fonction de M, de n et de <a0>‘

Montrer que, pour tout n € N,

o M — (0,975 0,05)_

0,025 0,95

bn bO

. Démontrer que 1 est une valeur propre de M.

4. Montrer que M admet une autre valeur propre A € [0; 1].

5. En déduire que M est diagonalisable et déterminer une matrice D diagonale et une
matrice P inversible telles que M = PDP~!.
6. On pose, pour tout n € N, (:j”) = P! (Z") Etablir, pour tout n € N, une relation
Up
entre o |+ Uos Vo, M et D.
7. En déduire que les suites (a,) et (b,) convergent. On note a., et by, leurs limites.
8. Vérifier que (Zoo> est un vecteur propre de M associé a la valeur propre 1.
9. Donner deux méthodes différentes pour calculer a., + boo.
2000
10. En déduire que uy = —
2000 1000
11. Montrer que ao, = 3 et boo = —.
Solution.
1. Soit n € N. Au cours de 'année n, 0,05a,, algues A et 0,10, algues B meurent. Ainsi,

le nombre total d’algues qui meurent est 0,05a, + 0,1b,,. Le moiti¢ de celles-ci sont
remplacées par des algues A et 'autre moitié par des algues B donc

(o1 = ay — 0,05a, + 0,5(0,05a,, + 0,1b,) = 0,975a, + 0,05b,

et
bpi1 = b, — 0,10, + 0,5(0,05% + O,lbn) = 0,025a,, + 0,95b,,.

ani1) _ (0.975a, +0,05b,) _ (0,975 005 (a,\ _ , (a
boir ) \0,025a, +0,95b, ) — (0,025 095) \b,)] " \b,

en posant | M = (0’975 0’05> .

Ainsi,

0,025 0,95




. Considérons, pour tout n € N, la proposition H,, : « (Zn) — M (Zo) N
n 0

e Initialisation. M° (%) = 1, (%°) = (%) donc Hy est vraie.
bo bo bo

e Hérédité. Soit n € N. Supposons que H,, est vraie. Alors,

Ap41) Qp\ n{d0\ n+l [ Ao
() =) = 5 e )

donc H, ; est vraie.
e Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que

Qp ) n [ @0
Vn € N, (bn> =M (%) )
. Soit (z,y) € R% Alors,

09752 +0.05y == [~0,0251 + 0,05y =0
0,025z + 0,95y = y 0,025z — 0,05y = 0

<= 0,05y = 0,025 <=y = 0,5bx

Ainsi, X = (015> est une matrice colonne non nulle telle que M X = X donc on conclut

que ‘ 1 est valeur propre de M ‘
. Soit A € R. Alors,

0975 —X 0,05
0,025 0,95 = A

=A% — 1,925\ + 0,925

det(M — /\]2) =

‘ = (0,975 — A)(0,95 — \) — 0,025 x 0,05

Comme 1 est valeur propre, 1 est racine du trindme X2 — 1,925X + 0,925 et ainsi ce
trindme se factorise par X — 1. On obtient X2 — 1,925X + 0,925 = (X — 1)(X — 0,925).

Ainsi, l'autre valeur propre de M est | A = 0,925|.

. Comme M est une matrice carrée d’ordre 2 qui admet 2 valeurs propres distinctes,

‘M est diagonalisable ‘ On a vu dans la question 3. que Ei(M) = vect <<Ol5>>. Déter-

minons Ej go5(M ). Pour cela, on considere le systeme :

09752 +0,05y = 0,950 __ [0,052 + 0,05y =0
0,025z + 0,95y = 0,925y 0,025z + 0,025y = 0

donc Eoeas(M) = vect ((_11>>

1 0 1 1
’ 1o o —1 _ _
On en déduit que | M = PDP~" avec D = (O 07925> et P = <0’5 _1> .

Qo

bo

n

. Soit n € N. Alors, (:j") = P‘lM"< > Or, comme M = PDP~! par propriété,

M™ = PD"P~! donc

(Z:) — p~(PD"P7) (Zg) = (P'P)D" (P—l (2‘8)) = I,D" (Z;’)
done (1) = 0 ),




10.

11.

Comme D est diagonale, pour tout n € N, D" = (é 0 9(;571) donc, pour tout n € N,

Up\ 1 0 Ug\ Ug
v,)  \0 0,925") \vg)  \0,9250,
donc u,, = ug et v, = 0,925"vy. Ainsi, (u,) est constante égale a ug et (v,,) est une suite
géométrique de raison 0,925 € [0; 1] donc 1_1}111 v, = 0.
PP Gn\ Up\ [ Up+ Uy _
Or, par définition, pour tout n € N, <bn> =P (%) = <075u” n vn> donc a,, = u, + v,
et b, = 0,5u, + v,. Ainsi, par somme de limites, on en déduit que (a,) converge et

nl_l)I_iT_lOO a, = ug | et que (b,) converge et nl_l)IEw b, = 0,5uq |.

oo\ [ uo \ _ 1 Uno -
. On a vu que <boo> = (0,5100) = Uy (075> donc (Uoo) € Ey(M). Ainsi, on conclut que

(UOC’) est un vecteur propre de M associé a la valeur propre 1 |.
(o]

. D’une part, pour tout n € N, a,,+b,, = 1000 donc, par passage a la limite, ao, +bs = 1000.

D’autre part, a., + boo = ug + 0,5ug = 1,5ug. Ainsi, ay, + b = 1000. D’autre part,
o + Do = 1000 = 1,500 |

1000 . 2000
ie jug=——|

1,5 3

2000 1000
et b = 0,5u¢ = 5 |

On en déduit que ug =

D’apres ce qui précede, |ao = ug =

Exercice 13. Soit n € N* et A € .#,,(R) une matrice vérifiant A% = A.

1. Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé.
a. Exprimer A2X en fonction de \ et X.
b. En déduire que A2 = \.
c. Quelles sont les valeurs propres possibles pour A?
2. a. Démontrer que ker(A — I) = Im(A). On pourra procéder par double inclusion.
b. A Plaide du théoréme du rang, en déduire que A est diagonalisable.
Solution.
1. a. Par définition, AX = AX donc A?X = A(AX) = AMX) = AMAX) = A(AX) donc
[A2X = 2|
b. Par hypothése, A? = A donc A2X = AX = AX et ainsi A2X = M\X. Des lors,
(A2 = X)X = 0 donc, comme X n’est pas nul, on en déduit que A> — X = 0 i.e. .
c. Il s'ensuit que A2 — X\ = 0 donc A(A — 1) = 0 et ainsi |\ =0 ou A =1|
2. a. Soit X € ker(A — I,,). Alors, (A —1,)X =0 donc AX — X = O et ainsi X = AX ce

qui prouve que X € Im(A). On a donc montré que ker(A — I,,) C Im(A).
Inversement, soit X € Im(A). Alors, il existe Y € ., 1(R) tel que X = AY". Des lors,
(A—IL)X = AX — X = A(AY) = X = A2Y — X = AY — X = X — X = 0 donc
X € ker(A — 1,,). On a donc montré que Im(A) C ker(A — I,,).

Par le principe de double inclusion, on conclut que |ker(A — 1,,) = Im(A)|.




b. Par le théoreme du rang, dim(ker(A)) + dim(Im(A)) = n donc dim(ker(A)) +
dim(ker(A — I,)) = n. Ainsi, dim(Ey(A)) + dim(E;(A)) = n donc, par propriété,
A est diagonalisable. (Remarque. Il se peut que Fy(A) soit réduit a {0} auquel car
ker(A — I,) = R" donc A = I,, ou que E;(A) = {0} auquel cas ker(4) = R" donc
A=0,)

Exercice 14. Déterminer les matrices M € .4, (K) diagonalisables telles que Card(Sp(M)) = 1.

Solution. Soit M une matrice diagonalisable admet une unique valeur propre \. Alors, il

A0 0 -+ 0
o x 0 -0
existe une matrice inversible P telle que M = PDP tavec D=0 0 . . | =\,
U W 0|
0O -+ 0 0 A

Des lors, M = P(A[,)P~' = \(PI,P~') = A\(PP™') = \I,.
Ainsi, les seules matrices possibles sont les matrices de la forme A, et, inversement, de
telles matrices sont diagonales dont diagonalisables. Ainsi, on conclut que I’ensemble cherché est

{AL, | A € R} = Vect(l,) |

Exercice 15. Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel de dimension finie et n € N*.
On suppose que 0 € Sp(f™). Montrer que 0 € Sp(f).

Solution. Supposons que 0 ¢ Sp(f). Alors, f est injective donc, comme f est endomor-
phisme d’un espace de dimension finie, f est un isomorphisme. Par suite, f" est également un
isomorphisme par composition d’isomorphisme donc f™ est injective donc ker(f™) = {0} et ainsi
0 n’est pas valeur propre de f". Par contraposée, si 0 est valeur propre de f™ alors 0 est aussi
valeur propre de f.

Autre solution. Supposons que 0 € Sp(f™) et que f est injective. Comme 0 € Sp(f"), il existe
un vecteur non nul x tel que f"(x) = 0. Alors, f(f" '(z)) = 0 donc, comme f est injective,
/" Yz) = 0. En réitérant le procédé, on en déduit successivement que [ 2(z) = 0, f"3(z) = 0,
., f(x) =0 et donc, comme f est injective, x = 0, ce qui contredit I'hypothese. Ainsi, f n’est
pas injective, ce qui revient a dire que 0 est valeur propre de f. (Cette autre solution a l’avantage
de ne pas utiliser la dimension finie.)




