¢ Corrigés des exercices du chapitre 10

Exercice 1. Soit C' € R et f: R — R définie par :

Chn(l+z) =0 Sy
)= 1P .
0 siz <0

1. Déterminer C' pour que f soit une densité de probabilité sur R. On utilisera une intégration
par parties.

2. Soit X une variable aléatoire réelle de densité f. Déterminer la fonction de répartition F'
de X.

3. Calculer P(X < 5), P(X €]0;2[), P(X <0) et, pour tout réel a fixé, P(X = a).

Solution.

Cln(l+ )
(x +1)2
fonctions continues et la fonction nulle est continue sur |—oo;0[ donc f est continue
par morceaux sur R. De plus, pour tout réel x > 0, 1 +x > 1 donc In(1 + z) > 0 et
(z+1)*>>0don f(x) > 0. Ainsi, f est & valeurs positives si et seulement si C' > 0. Enfin,

comme f est nulle sur |—oco; 0, pour tout réel A > 0,

/A f(x)dt:/oAf(x)dx:/oAChlumdx.

- (o +1)?

1. La fonction x — est continue sur [0; 4o00[ par composition et quotient de

Considérons les fonctions u : x — C'ln(l +z) et v : 2 — — . Ces fonctions sont

T+
1
de classe €' sur [0; +oo[ et, pour tout réel x > 0, u/(x) = T2 et v'(x) = At
Ainsi, en intégrant par parties,
A CIn(1 + x) 1 A A C 1
L w2 - [ ()
/0 (x+1)2 ! n(l +2) PIY) PR T el A Y
C'ln(1 A
A+1 0o (x+1)?
B Cln(1+A)+{ C ]A
N A+1 x+ 110
Cln(1+ A) C
= Ay1 aq1 ¢
C In(X
Or, lim A+1=+ocodonc lim —— = 0 et, par croissance comparée, lim n(X) =
A—+00 A—+oo A +1 X—+o00 X
In(1+ A AClIn(1
0 donc, par composition, lim M = (. Ainsi, par somme, lim M dr =
AsYoo 1+ A A—+00 J0 (l‘ + 1)2
C'In(1
C donc / de:C’.
E(z+1)7

Ainsi, on conclut que ’ f est une densité de probabilité si et seulement si C' =1 ‘

¢
2. Par définition, pour tout réel t, Fx(t) = P(X <t) = / f(x)dx.

t
Sit <0, FX(t):/ 0dz = 0.



Sit > 0, en intégrant par parties comme précédemment,

0= [ e e |0 - L () o
_ln(1+t)_0+{_1]t:_ln(1+t)_ 1 e

t+1 1+zlo t+1 1+t
1 1
, B B n(l+t) £>0
donc, | pour tout réel t, Fx(t) = 14+t 1+t
0 sinon
1 In(6 5—1n(6
3-P(X<5):FX(5)=1—6—né)donc P(X <5) = 6n(>

Comme f est nulle sur R_,

P(Xe]o;Q[):P(X<2):P(X@):FX(Q):I_;_1n;3)
donc |P(X €10;2[) = 2_?(3)

Comme f est nulle sur R_, |P(X <0)=0]|

Comme X est une variable aléatoire a densité, | pour tout réel a, P(X =a) =0|.

Exercice 2. Soit ¢ € R. On considere la fonction f définie sur R pour tout réel x par :
c

fla) = ¢ (L2

0 sinon

si0<z<1

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur ¢ pour que f soit une densité de
probabilité.
On suppose cette condition satisfaite dans la suite de l'exercice et on considére une
variable aléatoire X admettant f comme densité.

2. Déterminer la fonction de répartition de X.
3. Montrer que X admet une espérance et la calculer.
Indication. On utilisera le fait que, pour tout réel x, 2z = 2x + 2 — 2 et on utilisera la
linéarité de l'intégrale.
4. On cherche dans cette question a déterminer la variance de X.
a. Déterminer E((X +1)?), E(2X) et E(1).
b. En déduire E(X?).

c. Déterminer alors la valeur de V(X).

Solution.

c
1. La fonction x — W est continue sur [0;1] car c’est une fonction rationnelle.
T

De plus, la fonction nulle est continue sur |—oo;0[ U ]1;+oo[ donc f est continue par
morceaux sur R. Pour tout réel x, (1 + x)? > 0 donc f est a valeurs positives si et
seulement si ¢ > 0. De plus, comme f est nulle en dehors de I'intervalle [0; 1],

IR “‘A<Hﬁ>“:P1iJ}*§—“@=§

'0:2‘.

Ainsi,




t
2. Par définition, pour tout réel t, Fx(t) =P(X <t) = / f(z)dz.

Sit < 0alors Fy(t / 0dx = 0.

Sit € [0;1] alors, comme f est nulle sur R_,

L2y

0 1+t

Fx(t):/tZde:

o (1+x)

2
1+

1 2
Sit>1, t null dehors d 0;1,Ft:/7d _ 1.
i comme f est nulle sur en dehors de [0; 1], Fix(t) ) (5 2)2 x

0 sit <0
o 2t .

Ainsi, | Fy : t — . site[0;1] )

1 sit>1

1
3. Comme f est nulle en dehors de [0; 1], / |z| f(x)dx :/ zf(x)dr donc f admet une
R 0

espérance égale a

/1 2z dx:/12$+2—2 12w+ 1) /1 2 d
o (1+x)? o (1+ (14 )2 0 (1+z)?
=1
L2
=/ 1+xdx—1—[21n(1+x)] —1=2In(2)—2x0-1

Ainsi, | E(X) =2In(2) — 1|

4. a. Par le théoreme de transfert,

B(X + 1) = [ (o + 12 (x) de = | 1 2( 1””++x1 / 2y =2

donc |E((X 4 1)) = 2|. Ensuite, par linéarité de 'espérance, E(2X) = 2E(X) donc
E(2X) =41In(2) — 2| et comme 1 est constante, | E(1) = 1|.

b. Etant donné que (X +1)? = X2 +4+2X +1, X? = (X +1)? — 2X — 1 donc, par linéarité
de lespérance, E(X?) = E(X +1)?) —E(2X) —E(1) =2 — (4In(2) — 2) — 1 i.e.
E(X?) =3—-4In(2)|

c. Comme X? admet une espérance, d’aprés la formule de Konig-Huygens, X admet
une variance et

V(X)=E(X*)-E(X)*=3-4In(2)—(2In(2)—1)* = 3—41n(2)—(41n(2)*—41n(2)+1)

ie |[V(X)=2-4In(2)?|

Exercice 3. Soit un réel a > 0. On considere la fonction f définie pour tout réel x par :
e S >1
0 stz <1

1. Montrer que f est une densité de probabilité
On considere une variable aléatoire X admettant f comme densité.



2. Déterminer la fonction de répartition de X.

3. Déterminer les valeurs de a pour lesquelles X a une espérance, puis calculer alors E(X).

Solution.

1
1. Pour tout = > 1, f(x) = —exp (—%fl ln(x)) donc f est continue et positive sur [1;+4o00]
a

comme composée de fonctions continue. De plus, f est nulle sur |—oo; 1] donc f est
continue par morceaux et positive sur R. De plus, pour tout reél A > 0,

A
A A 1 a+1 1 1 a+1
d :/ -1 Ta d = | — X — _T+1
/_oof(x) R ‘ [a —“TH+1x .

r A

o 1 1 —(at+1)4a
L a 1
r A
1 1

— — X 71:[,‘ i‘| — — Ta — (—]_) — ]_ — A_%
L4 —q 1

Comme a >0, =% < 0 donc lim A~ =0 et ainsi / f(z)de = 1.
R

A—+oo

On conclut que ‘ f est une densité de probabilité ‘

¢
2. Par définition, pour tout réel t, Fx(t) = P(X <t) = / f(z)dz.
t
Sit <1 alors Fy(t) = / 0dz = 0.

t 1
Sit > 1, d’apres le calcul précédent, Fy(t) = / flz)dz =1—1t"a.
1

1—t s sit>1

0 sinon

Ainsi, | Fx 1 t —> {

3. La variable X admet une espérance si et seulement si / |z| f(x) dz converge i.e. si et
R

(e 1l e ) _at1 _atl gy
seulement si xxX—x  a dx converge. Or, pour tout réel z > 1, 27« = -~ = =
1 a a

1 1 +oo 1 1
—x~ e et, par le critere de Riemann, / x~a dr converge si et seulement si — > 1 i.e.
a 1 a

a < 1. Ainsi, X admet une espérance si et seulement si a € ]0; 1] et, dans ce cas,

A

41 1 1 1
E(X)= lim “radr= lim |- x i g7t = lim (Al_% — ) .
A=too )1 @ A=toola —5+ 1 |, A-ntea—l
1 ]. . 1—1 . . 1
Comme — >1,1——-<0donc lim A" a =0 et ainsi | E(X) = .
a a A—+o0 1—a

Exercice 4. Soit X une variable aléatoire de densité f définie, pour tout réel x, par :

f(.z‘):{ 0332 six<0.

e~z six >0

1. Vérifier que f est une densité de probabilité.

2. Déterminer la fonction de répartition de X.



3. On va montrer dans cette question que X admet une espérance. On admettra pour cela

“+o00 22
que / e 2z dx = \/?
0 2

a. Soit x > 0. En utilisant une intégration par parties, montrer que :

X 9 t2 T t2 12
/ tee” 2 dt:/ e zdt—ze 2.
0 0

b. En déduire I'existence et la valeur de E(X).
4. Notons Y = X2, On veut montrer que Y suit une loi exponentielle dont on précisera le
parametre.

a. Déterminer la fonction de répartition de Y, en utilisant I’expression de la fonction de
répartition de X trouvée a la question 2..

b. Dériver la fonction de répartition de Y, puis conclure.

Solution.

1. La fonction f est nulle sur |—o0;0[ et continue sur [0; +oo[ par composition et produit
de fonctions continues. Ainsi, f est continue par morceaux sur R. De plus, pour tout réel

12
x>0, xze”z >0 donc f est a valeur positives. Enfin, pour tout réel A > 0,

/A f(l’)de/OAxez; do = {—ef

—00

A 42

=—e 2 41 —1
0 A—+o00

donc ’ f est une densité de probabilité ‘

t
2. Par définition, pour tout réel ¢, Fx(t) = P(X <) = / f(z)dz.

t
Sit < 0 alors Fx(t) :/ 0Odz = 0.

2

Sit >0, d’aprés le calcul précédent, Fx(t) = [* _ f(z)dr =1 — e

7t2
l—e= sit>0

0 sinon

Ainsi, | Fx 1 t — {

2
3. a. Considérons les fonctions uw : t —> tet v : ¢ — —e~7. Ces deux fonctions sont de
classe €l sur Ret o/ it —s let v it — te 7. Alinsi, en intégrant par parties,

/xth—% dt = [t % <—e_t2>} _ /361 % <—e_t2> dt = +/$e_t7 dt
0 0 JO JO

x 42 x 2 22
donc / t2e”z dt = / e 2dt —we 2|
0 0

b. La variable aléatoire X admet une espérance si et seulement si / |t| f(t) dt converge.
R
Comme f est nulle sur I'intervalle | —o00 ; 0], ceci équivaut a la convergence de I'intégrale

—+oo +o0o 2 w2
/ tf(t)dt = / 22 dt. Or, par croissance comparée, lim xe~ 2 = 0 donc
0 0

r—r-+00

2 2 T
e T dl = [ e T dl = \/g Ainsi, X admet une espérance et | E(X) = /= |




4.

a. Pour tout réel ¢, Fy(t) = P(Y <t) = P(X? < t). Sit <0 alors (X? <t) es
événement impossible donc Fy () = 0. Si t > 0 alors (X? < t) = (|X | <
(—v/t < X < +/t) donc, comme f est nulle sur R_,

Fy(t) = /_Zf(x)dx - /_ff(x)dx:P(X <V = Fx(Vi) =1—eF =1-c%.

1 —c% sit>0

0 sinon

Ainsi, | Fy : t — {

b. La fonction Fy est dérivable sur chacun des intervalles R* et R’ et, pour tout réel
t <0, Fy(t) =0, et, pour tout réel t > 0, Fy,(t) = %e_%.
Ainsi, pour tout ¢t # 0, Fj, coincide avec la densité de probabilité d’une variable

aléatoire suivant une loi exponentielle de parametre § donc |Y < &(3)|.

Exercice 5. On choisit au hasard un nombre réel dans [0; 10] et on note X la variable aléatoire
égale au nombre choisi.

1. Quelle est la loi de probabilité de X 7
2. Quelle est la probabilité que le nombre choisi soit inférieur ou égal a 37
3. Quelle est la probabilité que le nombre choisi soit un entier naturel ?
4. Quelle est la probabilité que le nombre choisi soit strictement supérieur a sa racine carrée ?
5. Quelle est la probabilité que le nombre choisi soit solution de I'inéquation 22 —10x+21 < 07
Solution.
1. Par convention, X suit une loi uniforme sur [0;10].
1
t — sixze|0;10
2. Pour tout réel t, Fx(t) = P(X <t) = / f(z)dz ou f: 2+ <10 stz € [0; ]
B 0 sinon
t
Ainsi, si t < 0 alors Fix(¢ / 0dz =0, si t € [0;10] alors FX():/ f(z)de =
t1 t -
/ —dx et si t > 10 alors Fx(t / f(z)dz = / —dx = 1. On conclut que
0 10 10 10
0 sit<0
t
Fyx :t+— m site[0;10]]
1 sit> 10
3. La probabilité que le nombre choisi soit inférieur ou égal a 3 est | P(X < 3) = Fx(3) = & |
10
4. La probabilité que le nombre choisi soit un entier naturel est P (U {X = z}) Comme
=0
les évenements {X = i} sont deux & deux incompatibles, cette probabilité est égale a
ZP . Mais, pour tout réel x, P(X = z) = 0 donc la probabilité cherchée est
P(U{X-i}) =11x0=0]|
i=0
5. Un réel positif x est strictement supérieur a sa racine carrée si et seulement s’il est

strictement supérieur a 1 donc la probabilité que le nombre choisi soit strictement

supérieur a sa racine carrée est |P(X > 1) =1— Fx(1) = % |.




6. Pour tout réel z, 22—10x+21 = (x—3)(x—7) donc les racines du trindme 22 —10z+21 sont

3 et 7. Comme son coefficient dominant est a = 1 > 0, on en déduit que 2> — 102 +21 < 0
si et seulement si € [3;7]. Ainsi, la probabilité que le nombre choisi soit solution de

Pinéquation 2% — 10z + 21 < 0 est | P(X € [3;7]) = Fx(7) — Fx(3) = 2|

Exercice 6. Dans cet exercice, on arrondira les probabilités au millieme. Une usine fabrique
des machines a laver. La durée de vie de chaque machine (comptée en années a partir de sa
fabrication) est une variable aléatoire D qui suit une loi exponentielle de parametre A > 0.

1.

On observe qu’au bout de 4 ans, environ 67% des machines fonctionnent encore. Déter-
miner la valeur de A.

2. Quelle est la durée de vie moyenne d’'une machine produite par cette usine ?

. Calculer la probabilité quune machine fonctionne encore au bout de 10 ans.

. Paul a acheté une machine il y a 3 ans, et elle fonctionne encore. Quelle est la probabilité

que dans 10 ans elle fonctionne encore ? Que remarque-t-on ? Interpréter.

Solution.

1.

On déduit de I’énoncé que P(D > 4) ~ 0,67. Or,

+00 P
P(D>4) = / AeMdt = lim [—e M| = lim —e et =
4

T—+00

car A > 0 donc lim —M\z = —oo. Ainsi, e ~ 0,67 donc —4\ ~ In(0,67) soit \ ~

r—r+00

In(0,67
n(_,4). Ainsi, on conclut que .

. 1
. La durée de vie moyenne d’une machine est 3 soit environ | 10 ans |.

. La probabilité qu'une machine fonctionne encore au bout de 10 ans est

+oo x
P(D > 10) = / Ae Mdt = lim {—e’”} = lim —e M 4 e !0 =1
10

r—+00 10 T——+00

donc, comme A = 0,1, la probabilité qu’une machine fonctionne encore au bout de 10 ans
est environ [e! ~ 0,368 .

. On cherche P(D > 13| D > 3). Or,

P(D>13)n(D >3) P(D>13)
P(D > 3) ~ P(D>3)

P(D>13|D>3) =

car (D > 13) C (D > 3). Par des calculs similaires, aux précédents, on obtient que
P(D>13)=e et P(D > 3) = e donc

—13A

P(D>13|D>3) = i—w — o 10N o

donc |P(D > 13| D > 3) = P(D > 10) | Ainsi, la probabilité d’avoir une durée de vie
supplémentaire d’au moins 10 ans est la méme que la probabilité initiale d’avoir une
durée vie d’au moins 10 ans. Ceci traduit le fait que la loi exponentielle est sans mémoire
(ou sans vieillissement) : & chaque instant ¢, la probabilité d’avoir une durée de vie
supplémentaire de x années est la méme et elle est égale a la probabilité initiale d’avoir
une durée de vie d’au moins x années.




Exercice 7. Dans tout cet exercice, les probabilités seront arrondies au centiéme.

1.

La durée de vie, exprimée en années, d’'un composant électronique est une variable
aléatoire X qui suit une loi exponentielle de parameétre A, ou A est un réel strictement
positif. On sait que la probabilité que la durée de vie de ce composant soit inférieure a 3
ans est 0,26.Déterminer la valeur exacte du réel A.

Dans la suite de I'exercice, on prendre A = 0, 1.

. Calculer 'espérance de la variable aléatoire X et donner une interprétation de ce résultat.
. Soit un réel a > 0. Déterminer P(X > a).

. Le composant est encore en état de fonctionnement au bout de 4 ans. Quelle est la

probabilité pour qu’il fonctionne encore au moins 3 années supplémentaires ?

. Un grand nombre de composants identiques sont mis en fonctionnement en méme temps.

Apres combien d’années completes de fonctionnement peut-on estimer qu’au moins trois
quarts de ces composants seront en panne ?

Solution.

1.

D’apres I'énoncé, P(X < 3) = 0,26. Or,

P(X < / e Mdt = [—e ] =1
In(0,74
Ainsi, 1 — e & 0,26 donc —3\ = 0,74 soit —3\ = In(0,74) et ainsi A = 11(,3) On
In(0,74
conclut que la valeur exacte de A\ est |\ = _n(3,) )
1
. Par théoreme, l'espérance de X est F(X) = 01 i.e. |E(X) =10 On en déduit que la
durée de vie moyenne d’un moteur est 10 ans. ’
. On a
+oo z
P(X >a) —/ 0,1e”%*dt = lim [—e_o’lt] = lim —e %% — (—e_o’m) =g e
a T—+00 a T—+00

donc |P(X < a) =e 01|

. On cherche P(X > 7| X > 4). Or,

PX>7N(X>4) PX>7) 07T .
PX>T7|X>4) = PX > 1) TP(X>4) eomd©

Ainsi, PX 27| X >24)=e " =P(X > 3) =1-P(X < 3). Et d’apres I"énoncé,
P(X < 3) = 0,26 donc la probabilité que le moteur n’ait pas de panne dans les 3
prochaines années sachant qu’il a déja fonctionné pendant 4 ans est 0,74.

. On cherche le temps a tel que la probabilité qu'un appareil soit en panne dépasse %. On

résout donc

3 3 1
P(Xéa)2Z<:>1—P(X>a)>Z@>P(X>a)<—<:>e‘°71“<

4
In(§)
0,1

A~ =

V

1
<— —0,1la < 1n(4)<:>a/ <= a > 101In(4)

Or, 101In(4) ~ 13,86 donc on peut estimer qu’apres 14 années de fonctionnement, % des
moteurs seront en panne.



Exercice 8. Une entreprise d’autocars dessert une région montagneuse. En chemin, les véhicules
peuvent étre bloqués par des incidents extérieurs comme des chutes de pierres, la présence de
troupeaux sur la route, etc. Un autocar part de son entrepot. On note D la variable aléatoire
qui mesure la distance en kilometres que 'autocar va parcourir jusqu’a ce qu’il survienne un
incident. On admet que D suit une loi exponentielle de parametre \ = 52 Dans tout 'exercice,
les résultats numériques seront arrondis au millieme.
1. Calculer la probabilité que la distance parcourue sans incident soit :
a. comprise entre 50 et 100 km ;
b. supérieure a 300 km.
2. Déterminer la distance moyenne parcourue sans incident.
3. L’entreprise possede Ny autocars. Les distances parcourues par chacun des autocars entre
I’entrepdt et le lieu ou survient un incident sont des variables aléatoires deux a deux
indépendantes et de méme loi exponentielle de parametre A = i Si d est un réel positif,

on note X, la variable aléatoire égale au nombre d’autocars n’ayant subi aucun incident
apres avoir parcouru d kilometres.

a. Montrer que X, suit une loi binomiale de parameétres N et e,

b. Donner le nombre moyen d’autocars n’ayant subi aucun incident apres avoir parcouru
d kilometres.

Solution.
1. a. La probabilité que la distance parcourue sans incident soit comprise entre 50 km et
100 km est :

P(50 < D < 100) = / 812682t dt = [—e’ét} 0 P (—e’%) e S

50 50

donc |P(50 < D < 100) ~ 0,248 .

b. La probabilité que la distance parcourue sans incident soit supérieure a 300 km est

30 1,
P(D >300)=1— P(0 < D < 300) =1 —/ SR

0
_ 300 _ 150

=1-(—e"® —(-1))=e @t

1,730
=1 [_e 82 }
0

donc | P(D > 300) ~ 0,026

2. La distance moyenne parcourue sans incident est | E(D) = % =82 km |

3. a. Effectuer un trajet pour un autocar constitue une épreuve de Bernoulli de parametre
P(X > d) en prenant comme succes : « 'autocar ne subit aucun incident au cours
des d premiers kilometres ».

Or,
P(X>d)=1-P(X<d= /jw A = lim_ [~
- i (= () -

Ainsi, I'épreuve de Bernoulli a pour parametre e .

Effectuer des trajets pour les Ny autocars de I'entreprise revient a répéter Ng fois
cette épreuve de facon identique et indépendante : cela constitue donc un schéma de
Bernoulli.

Ainsi, la variable aléatoire X; qui compte le nombre d’autocars n’ayant subi aucun

incident aprés avoir parcouru d kilomeétres suit une loi | Z(Ng, e ) |




b.

Le nombre moyen d’autocars n’ayant subi aucun incident apres avoir parcouru d
kilometres est ‘E(Xd) = Nye M ‘

Exercice 9. La durée de vie, exprimée en an-

nées, d'un composant électronique peut étre mo-
délisée par une variable aléatoire notée X suivant
la loi exponentielle de parametre A avec A > 0.
La courbe de f, la fonction densité associée, est
représentée ci-contre.

1. En expliquant sa démarche, déterminer
graphiquement, a 0,1 pres,

a.

b.

2. On suppose que E(X) = 2.

a.

b.

C.

la valeur de A;

la probabilité que la durée de vie du
composant soit inférieure a 1 an.

Interpréter, dans le cadre de I'exercice,
la valeur de E(X).

Calculer la valeur de M.

Calculer P(X < 2). On donnera la valeur exacte puis une valeur arrondie & 0,01 pres.

Interpréter ce résultat.

3. Un circuit électronique est composé de deux composants identiques numérotés 1 et 2. On
suppose que les durées de vie D; et Dy des deux composants sont des variables aléatoires
indépendantes. Deux montages possibles sont envisagés.

a.

Lorsque les deux composants sont montés « en parallele », le circuit A est défaillant
uniquement si les deux composants sont défaillants en méme temps. Calculer, arrondie
a 1072 pres, la probabilité que le circuit A soit défaillant avant deux ans.

b. Lorsque les deux composants sont montés « en série », le circuit B est défaillant des
que I'un au moins des deux composants est défaillant. Calculer, arrondie a 1072 pres,
la probabilité que le circuit B soit défaillant avant deux ans.

Solution.
1. a. La valeur de X est I'image de 0 par la densité donc .

b. La valeur de P(X < 1) est 'aire sous la courbe de f entre 0 et 1. On peut approcher
cette aire par l'aire du trapeze OABC avec A(1;0), B(1;0,3) et C(0;0,5) qui vaut

0,3+0,5) x1
0.3+ 2’ ) soit 0,4. On a donc |[P(X < 1)~ 0,4|
2. a. E(X) = 2 signifie ici que la durée de vie moyenne d’un composant électronique est 2
ans.
b. Par théoreme E(X) 1d A ! it | A L
. Par théoreme = — donc \ = soi =—|
A E(X) 2
3. a. On a
/ Ao M df — —)\t} S e

c’est-a-dire |[P(X <2)=1—e"! = 0,63|.
La probabilité que le composant soit défaillant dans les deux premieres années est
environ 0,63.




4.

a. Si les composants sont en paralleles, la probabilité que le circuit A soit défaillant
avant deux ans est P({D; < 2} N {Dy < 2}). Or, par hypothese, Dy et Dy sont
indépendantes donc P({D; < 2} N{Dy < 2}) = P(D; < 2) x P(Dy < 2) = 0,63?
donc la probabilité que le circuit A soit défaillant avant deux ans est environ 0,40.

b. Si les composants sont en série, la probabilité que le circuit A soit défaillant avant
deux ans est P({D; <2} U {Dy < 2}). Or,

P({D:; <2}U{Dy < 2}) =P(D; <2) + P(D, < 2) - P({Dy < 2} N {Dy < 2})
=2x 0,63 — 0,63

donc la probabilité que le circuit A soit défaillant avant un an est environ 0,86.

Exercice 10. Soit a un réel strictement positif.

1. Si U est une variable suivant la loi uniforme % (]0, 1[), prouver que X = ——1In(1 — U)
a
est une variable a densité qui suit la loi exponentielle de parametre a.
2. Compléter la fonction ci-dessous, écrite en Python, qui prend en entrée a et qui retourne
une simulation d’une variable exponentielle de parametre a.
from math import log
from random import random
def varexpo(a):
U=random ()
X= e
TCEWEEE o 0ooo0o0000000000000
Solution.
1. Déterminons la fonction de répartition de X. Soit un réel ¢. Alors, comme a > 0 et comme

exp est croissante sur R,

Fy() =P(X <t) =P (-im(l—U) < t) — P (In(l—U) > —at)
=P(1-Uze™)=P(-Uze-1)=P(U<1-e").

Sit < 0 alors at < 0 donc —at > 0 et ainsi e=* > e = 1. Par suite, 1 — e % < 0 donc
P(U<1—c™) =0.
Sit > 0 alors at > 0 donc —at < 0 et ainsi 0 < e™* < e’ =1 donc

1—e—at

P(U<1—e—at)=/ Tdt=1—e

0

l—e ™ sit>0 . . L.
On conclut donc que Fx : t — 0 ) . Ainsi, Fy est dérivable sur R* et,
sinon.

pour tout ¢ < 0, F§(t) = 0 et Fx est dérivable sur R et, pour tout t > 0, Fi(t) = ae™*.
La fonction F% coincide avec la densité d’une loi exponentielle de parameétre a sur R*

donc | X — &(a)|.




from math import log

from random import random

def varexpo(a):
U=random ()
X=-1/axlog(1-U)
return X

Exercice 11. Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. On note I’ sa
fonction de répartition. On donne F'(0,5) ~ 0,691, F'(1) ~ 0,841, F'(1,5) ~ 0,933, F(2) ~ 0,977.
Déterminer des valeurs approchées a 1073 preés des probabilités suivantes :

P(X <0) P(X < 1) P(X < —15) P(0,5 <
P(—2< X < 1) P(X > —1) P(—0,5 < X < 1,5) P(—2 <

Solution.

e Par symétrie de la densité par rapport a I’axe des ordonnées, P(X < 0) = 0,5.

e P(X<1)=P(X<1)=F(1) ~0,841.

e Par symétrie, P(X < —1,5) =P(X > 1,5) =1— F(1,5) = 0,067.

e P(0,5 <X <1)=F(1)— F(0,5) =~ 0,150.

e P(—2< X <1)=F(1) — F(—2) et, par symétrie, F(—2) =P(X > 2) =1 — F(2) donc
P(—2<X<1)=F(1)—-1+ (2)~0818

e Par symétrie, P(X > —1) =P(X < 1) = F(1) = 0,841.

e P(—0,5 < X < 15) = F(1,5) — F(—0,5) et, par symétrie, F'(—0,5) = P(X < —0,5) =
P(X >05)=1- F(0,5) donc P(—0,5 < X < 1,5) = F(1,5) — 1+ F(0,5) ~ 0,624.

e Par symétrie, P(—2 < X < -1)=P(1 < X <2) = F(2) — F(1) = 0,136.

Exercice 12. Soit une variable Z — .4#7(0,1) et Fz sa fonction de répartition.
1. Justifier par un argument graphique que Fz(—z) = 1 — Fz(x) pour tout = € R.

2. En déduire une valeur approchée de P(Z < —2).
On se servira des données contenues dans I’énoncé de I'exercice précédent.

3. Soit X une variable suivant la loi normale de parametres p = 10 et 0 = 4. Déterminer
une valeur approchée de P(X < 2).
Solution.

1. Soit un réel z. Par symétrie de la courbe de la densité de la loi .#7(0, 1) par rapport a
I’axe des ordonnées,

donc | Fz(—z) =1 — Fz(z)|.

2. On en déduit que P(Z < =2) =1 — F4(2) = 1 — 0,977 soit | P(Z < —2) =~ 0,023 |.

3. Par théoreme, Y =

suit une loi .47(0,1). Or,
X —10
4

donc P(X € 2) = P(Y < —=2) = P(Z < —2) car Y et Z ont la méme loi. Ainsi,
P(X < 2) ~ 0,023

X<2<—=—= X -10< 8= <2« Y <2




Exercice 13. On considére deux variables aléatoires indépendantes X < (%) et V — &£(3).
1. On pose U = 2X — 1. Déterminer la loi de U ainsi que son espérance et sa variance.
2. On pose W =UV.
a. Soit x > 0. Calculer Py—(W < z) et Py=—_1)(W < ) puis en déduire P(W < z).
b. Calculer Fy (x) pour tout x € R.

c. En déduire une densité de W.
3. Calculer E(W).

Solution.
1. Comme X (Q) = {0;1}, U(Q) = {—1;1}. De plus, P(U = —1) = P(X = 0) = 2 et
P(U =1)=P(X =1) = {. On en déduit que E(U) = —1x 2+1x 3 donc | E(U) = —£ |et
comme U? = 1, d’aprés la formule de Kénig-Huygens, V(U) = E(U?)—E(U)? = 1—(—3)?
donc |V(U) = 3|

2. a. D’une part, comme U et V sont indépendantes
PH{U =1} n{UV < PHU =1} n{V <
Py <oy~ PAU=U 00V <o) PUU=Ha{V <)

P(U=1) B P(U=1)
PU=1)P(V < x)
= =PV <
P(U = 1) (V'<a)
_ / 303t qf — —St} ]
et, d’autre part, de la méme fagon, comme —z < 0 et comme X est a valeurs positives,

Py (W <z)=P(-V <) = P(V > 1) =P(V >0)=1,

Comme (U =1) et (U = —1) forment un systéme complet d’évenement, d’apres la
formule des probabilités totales,

P(W < :U) = P(U = 1)P(U:1)(W < QZ) + P(U = —1)P(U:_1)(W < QZ)

1 2
:§(1—6_3I)+§X1

e |[P(W<az)=1—3e7%]|

b. Soit un réel z. Si x > 0 alors Fiy(z) = P(W < x) = 1 — 373" d’apreés la question
précédente.

Si x < 0 alors, comme précédemment,

Fi(z) =P(W < 2) = P(U = )P y_yy(W < 2) + P(U = —1)Py__1,(W < 2)

_ ;P(v <)+ ?))P(—V <)

=0+ gP(V x)

_ 5(1 —P(V < —1))

_ ; {1 _ (1 — 6—3(—55))} d’apres le calcul de la question 2.a.
_ 363:2

o 1—Lte32 gix>0
Ainsi, | Fy : x — 3 T
e six <0




3. Pour tout z > 0, F{,(z) = ™3 et, pour tout = < 0, Fj;,(x) = 2¢3*. On en déduit qu'un

e 3 siz>0

densité de West | f: 2 +—> ) :
23 six <0

4. Comme U et V sont indépendantes, E(UV) = E(U)E(V) = —3 x & ie. [E(UV) =

1 1
3 9

Exercice 14. Soit U et V' deux variables aléatoires indépendantes suivant toutes les deux la loi
uniforme sur [0, 1]. On définit la variable M = max(U, V).

1. Rappeler les fonctions de répartition Fy; et Fy .
2. Démontrer que, pour tout z € R, on a Fy(z) = Fy(z)Fy(x).
3. En déduire une densité de M.

Solution.

1. Comme U et V ont la méme loi, elles sont la méme fonction de répartition et, pour tout

0 siz<0
réel , | Fy(z) = Fy(x) =P(U<z)=¢ = sizel0;1]|
1 siz>1

2. Soit € R. Alos max(U, V) < z si et seulement si U < z et V < z. Ainsi, {M <z} =
{U <z} n{V < z}. Comme U et V sont indépendantes, on en déduit que

Fy)=PM <2)=P{U <z}n{V<z})=PU <2)P(V < z) = Fy(z)Fy(x).

Ainsi, on a bien, | pour tout réel z, Fy(x) = Fy(x)Fy(z) |

0 six <0

3. On en déduit que, pour tout réel z, Fy(z) =P(U <z) =< 22 siwze[0;1]. Des lors,
1 siz>1

pour tout x < 0, F,;(x) = 0, pour tout = € |0; 1], F},(z) = 2z et, pour tout x € |1; 400/,

2 ize|0:;1
F},(x) = 0. Des lors, une densité de M est |z — { X S? v € [0;1] .
0  sinon




