¢ Corrigés des exercices du chapitre 6

Exercice 1. Démontrer que les applications suivantes sont linéaires.
f: R3 — R g: R? — R?
(T;y52) — x+2y—2 (x;9) — (@+y;2z—y)

Solution.
o Soit (w1;y1;21) et (z2;y2;29) deux éléments de R? et A un réel. Alors,

fON@i5yn;21) + (T25y23522)) = f(AT1 + 2 — 25 01 + 423 A2t + 22))
= (Axy +22) + 2(A\yy +y2) — (Az1 + 22)
= A1+ 2y1 — 21) + (72 + 22 — 22)
=M ((z1sy1:21)) + f((22525 22)

donc f est linéaire.
e Soit (71 ;1) et (z3;y2) deux éléments de R? et A un réel. Alors,

g (z150) + (22592)) = g(Ar1 + 225 Ay + 32))
= ((Az1 +22) + (Ay1 +y2) : 2(Az1 + 22) — (Ay1 + 42))
= (M1 +y1) + (22 + 42) ; A221 — 11) + (222 — 12))
= Aoy + 15201 — 1) + (22 + Y25 200 — Y2)
= Ag((z1591)) + 9((z2592))

donc g est linéaire.

Exercice 2. On considére application f : (z;y) — xy de R? dans R.
1. Calculerf((1;1)) et f((2;2)).
2. L’application f est-elle linéaire ?
Solution.
1. f(1;1) =1x1=1et f((2:2)) =2x2=4.
2. On remarque que f((2;2)) #2f((1;1)) c’est-a-dire f(2(1;1)) # 2f((1;1)) donc f n’est

pas linéaire.

Exercice 3. Les applications suivantes sont-elles linéaires ?

f: R — R g: RX] — R[X]
r — x+1 P — P - P

h: ZRR) — R E: R[X] — R[X]
0 —  ©(0) P — P — p?

Solution.
e f(0) =1+ 0 donc f n’est pas linéaire.
e Soit P et () deux polynomes et A un réel. Alors,
JAP+Q) = (AP+Q) —=(A\P+Q) = \P'+Q' = AP—Q = MNP = P)+(\Q' = Q) = \g(P) +9(Q)

donc g est linéaire.
e Soit et ¥ deux fonctions de R dans R et A € R. Alors,

h(dg + ) = (Ap +4)(0) = Ap(0) + ¥(0) = Ah(w) + h(¥)

donc h est linéaire.
e k(1)=0—-1>=—1et k(2x 1) =k(2) =0—2% = —4 # 2k(1) donc k n’est pas linéaire.



Exercice 4. Montrer que 'application f : (z;y;2) — (x 4+ 2y;4x —y + 2 ;22 + 2y + 3z) est
un automorphisme de R? et déterminer f—1.

Solution. Soit (z1;y;;21) et (z9;9s; 22) deux éléments de R? et A un réel. Alors,

fO(@15y1521) + (225925 22))

=f((Ax1+2 =25 y1 + y2; Az + 22))
= (Az1 + 22 + 2(Ay1 +12) s 4(Axy + 22) — (A1 +92) + (A21 + 22) 5

2(Ar1 + @2) + 2(Ay1 + y2) + 3(Az1 + 22))
= (M1 4+ 2y1) + xo + 2y ; Ndxy — 1 + 21) + (dxe — Yo + 29) ;

A2z1 + 2y1 + 321) + (222 + 2y2 + 322))
= Az + 2yp;4xy —y1 + 2135221 + 21 + 321) +

(X9 4 2o ; 4wy — Yo + 223229 + 2ys + 323)
=AM (z13y1521)) + f((225 925 22)

donc f est linéaire de R? dans lui-méme c’est-a-dire un endomorphisme de R?.
Montrons que f est bijective. Soit (a;b;c) € R3. Alors,

r+2y=a r+2y=a

fl(z;y;2) =(asb;c) <= 4o —y+2=0b = (- y+z=b—4a Ly« Ly—4L,
2r+2y+3z=c —2y+32=c—2a Ls<4 L3—214
rT+2y=a

QY +z=>b—4a
252z = —10a —2b+9c L3 <~ 9L3 — 2L,

r+2y=a
= (-9 +(—2a—2b+ 2c)=b—4a
z=—2a— &b+ ;¢
r+2y=a
= (-9y=—-La+Z - 2c
z=—2a—2b+ ¢
r+23a— 2+ 50)=a
<~ yz%a—%—i—%c
z:—%a—%b—l—%c
T =ta+Lb— Zc
= (y=2a— b+ 50
z=—2a—2b+ Zc

Ainsi, pour tout (a;b;c) € R3, il existe un unique (z;y;2z) € R3 tel que f((z;y;2)) = (a;b;c)
donc f est bijective et c’est donc un automorphisme de R3. De plus, le calcul précédent montre

que
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Exercice 5. Déterminer une base du noyau de chacune des applications linéaires suivantes.

g: R — M5(R)
f: R3 — R? rT—Yy Y—z2z 22—
(r;y52) — (+y+z;2+2y—2) (xyy;2) — |y—2z z—x x—y
z2—x T—Y Yy—2
h: R3 — R3 E: R[X] — R[X]
(r3y;2) — (@+y+zi0—2;20+y) P +~— P—-XP —P(0)
Solution.
e Détermination de ker(f) :
=0 2¢) = 0
(r;y;2) € ker(f) < T+Yy+z PN r+y+ (z+2y)
r+2y—2=0 z=x+ 2y
2 = - _2
e =0 " 2
z=x+2y z=1+2(—31)

[SCI1N)

= —:T
Z=—3T

3

3

Ogs, ((1 ;—2; —%)) est une base de ker(f).

e Détermination de ker(g) :

Ainsi, ker(f) = {(x, —317;—%20)} |z e R} = Vect((l : —% ; —%)) donc, comme (1 : —% : —%) +

r—y=20
=2z
(x;y:2) €eker(g) <= y—2=0 <:>{y
z=ux

z—x=0
Ainsi, ker(f) = {(z;z;2)} | © € R} = Vect((1;1;1)) donc, comme (1;1;1) # Ogs, ((1;1;1))

est une base de ker(g).
e Détermination de ker(h) :

r+y+z2=0 r+y+x=0
z=ux
(x;y;2) €ker(h) <= Sz —2=0 = z=u <:>{ 5
= —2x
20 +9y =20 20 +y =20 Y

Ainsi, ker(h) = {(x;—2x;2)} | * € R} = Vect((1;—-2;1)) donc, comme (1;—2;1) # Ogs,
((1;=2;1)) est une base de ker(h)
e Détermination de ker(k) :

P eker(k) < P — XP' — P(0) =0

En notant n le degré du polynome P et P = Z a; X", on en déduit que
i=0

Peker(k) <> a; X' = XY ia; X" "' —ay=0+= > a;X' =D ia;X' =0
=0 =0 1=1 1=1

=) (1-ia;X' =0<=Vie[l,n],(1—i)a; =0
i=1
< Vie[l,n],a;=0& P =aq

Ainsi, ker(k) est Ry[X] dont une base est le polynéme constant égal a 1.



Exercice 6.
1. Montrer que f: (z;y;2) — o — 2y + 3z est une application linéaire de R? dans R.
2. Montrer que H = {(z;y;2) € R* | 2 — 2y + 3z = 0} est un sous-espace vectoriel de R?.

3. Déterminer une base de H.

Solution.

1. Soit (w1 ;y1;21) et (w9;y2;22) deux éléments de R3 et A un réel. Alors,

fO(@yn5210) + (023923 22)) = [(Az1 + 2 — 25 Ay1 + 25 A21 + 22))
= (A1 + x2) — 2(A\y1 + y2) + 3(A21 + 29)
= Ax1 — 2y1 + 321) + (22 — 2y2 + 329)
=M ((z1591521)) + f((02592; 22)

donc f est linéaire.
2. Par définition, H = ker(f) donc, par propriété, H est un sous-espace vectoriel de R3.
3. Par définition,

H={(z;y;2) eR’ |z =2y —32}
={(2y —32;y;2) € R’ | (y;2) € R?*}
= {y(2;1;0) + 2(=3;0;1) | (z;y) € R?}
= Vect(vy, v2)
en posant v; = (2;1;0) et v3 = (=3;0;1). Soit a et b deux réels tels que avy + bvg = Ogs.

Alors, (2a —3b;a;b) = (0;0;0) donc a = b =0 et ainsi (vq,v2) est libre. On conclut que
(v1,v9) est une base de H.

Exercice 7. Déterminer une base de ’espace image de chacune des applications linéaires
suivantes, puis en déduire son rang.

f: R — R? g: R — R3
(z;y) — (z+y;22+2y) (z3y) — (r4y;z+2y;y)
Solution.

e Par propriété, Im(f) = Vect(f((1;0)), f((0;1))) = Vect((1;2),(1;2)) = Vect((1;2)) donc
((1;2)) est une base de Im(f) et ainsi rg(f) = 1.

e Par propriété, Im(g) = Vect(g((1;0)),9((0;1))) = Vect((1;1;0),(1;2;1)). Soit a et b
deux réels tels que a (1;1;0)+b(1;2;1) = Og,. Alors, (a+b;a+2b;b) = (0;0;0) donc b =0
puis @ = 0. Ainsi, la famille ((1;1;0),(1;2;1)) est libre et elle forme donc une base de Im(f).
Par suite, rg(f) = 2.

Exercice 8. Dans le plan R?, on considére la droite vectorielle D d’équation y = 2z.

1. Déterminer une base (e1) de D.

2. On pose e; = (—2;1). Démontrer que la famille B = (ey, €3) est une base de R2.

3. Représenter géométriquement D, e; et es.

4. Soit f: R? — R? la symétrie d’axe D. On admet que f est linéaire.

a. Déterminer graphiquement f(e;) et f(ea).
b. On considere la vecteur v = (3;4).

Calculer les coordonnées de u dans la base B.



c. En déduire le symétrique de u par rapport a D.
1
5. Soit g 'application linéaire définie par g = 5( f+idg2).
a. Soit un vecteur v = ae; + ey on (a; ) € R?. Vérifier par le calcul que g(v) appartient

a la droite D.

b. Déterminer le noyau de g et interpréter géométriquement.

Solution.
1. Par définition, D = {(z;2z) | z € R} = Vect((1;2)). Comme e; = (1;2) # (0;0), (e1)

est une base de D.

2. Comme dim(R?) = 2, il suffit de montrer que la famille (e, es) est libre. Soit a et b
deux réels tels que ae; + bes = (0;0). Alors, (a —2b;2a + b) = (0;0) donc a —2b =0 et
2a +b = 0. On en déduit que 2(a — 2b) — (2a + b) = 0 c’est-a-dire —5b = 0 donc b = 0 et,
par suite, a = 0. Ainsi, (ey, es) est libre et ¢’est donc une base de R2.

€2
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4. a. Graphiquement, f(e;) = e;) et f(eg) = —es.

b. On cherche deux réels a et b tels que u = aey +bey c’est-a-dire (3;4) = (a — 2b;2a + b).
Or

a—2b=3 a—2(4—2a)=3 5a—8 =3 a=4
<~ = =
2a+b=4 b=4—2a b=4—2a = -2

Ainsi, les coordonnées de u dans la base (eq, e5) sont (15—1 ; —%)

c. Par linéarité, on en déduit que

11 2 11 2 11 2 7T 24
f) =1 (Fe-ge) =5 fle) - gle)=gatza=(5%)
5. a. Comme g est linéaire et comme D est un espace vectoriel, il suffit de montrer que
g(e1) et g(ez) appartiennent & D. Or, g(e1) = 3(f(e1) +e1) = 5(e1 +e1) =e; € D
et gles) = 5 f(e2) + €2) = 2(—e2) + €2) = Ogz € D. Ainsi, pour tous réels a et f,
g(aey + Bes) € D.



b. Le calcul précédent montre que ey € ker(g). Comme ey # Ogz, dim(ker(g)) > 1.
De plus, ker(g) € R? donc dim(ker(g)) < 2 et ker(g) # R? car g(e1) # Oge. Ainsi,
dim(ker(g)) < 2 donc dim(ker(g)) = 1 et finalement ker(g) = Vect(es).

Si on décompose un vecteur v dans la base (ej, e5) sous la forme v = ae; + fey alors
g(v) = ae; donce g est la projection sur la droite D parallelement a la droite engendrée
par e; (qui n’est autre que ker(g)).

Exercice 9.

1. Justifier qu’il existe une unique application linéaire f de R? dans R? telle que f((1;0;0))) =
(0;1), f((1;1;0)) = (1;0) et f((15151)) = (1;1).
2. Déterminer explicitement f.

3. Déterminer le noyau et I'image de f.

Solution.

1. Posons e; = (1;0;0),e5 =(1;1;0) et e3 = (1;1;1) et considérons trois réels a, b et ¢ tels
que aey + beg + cez = Ogs. Alors, (a+b+c;b+c¢;¢) =(0;0;0) donc ¢ =0 puis b = 0 et,
enfin, a = 0. Ainsi, (ey, €5, e3) est libre et, comme dim(R?) = 0, on conclut que (ey, €9, 3)
est une base de R3. Or, on sait qu'une application linéaire est entierement déterminée
par I'image d'une base donc il existe une unique application linéaire f : R? — R? telle
que f(er) = (0;1), fez) = (1;0) et f(es) = (1;1).

2. Notons (g1, ,¢3) la base canonique de R3. Soit v = (z;y;2) € R3, c’est-a-dire v =
xe1 + yeg + zes. Déterminons les coordonnées (a;b;c) de v dans la base (eq, es, e3). Pour
cela, on remarque que e = €1, e = €1+ eg et e3 =61 +e9+ ez donc e; = e, €9 = €9 — €
et 3 =e3 —e; — (e — €1) = e3 — ey. Ainsi,

v=urxe; +yles —e1)+z(es—e) = (x —y)er + (y — 2)ea + ze3
donc, par linéarité de f,
f(u) = (z—y) fer)+(y—2)f(e2)+2f(e3) = (052 —y)+(y — 2;0)+(252) = (y;2 —y + 2)

Ainsi, f: (z;y;2) — (y;2 —y+ 2).
3. Par définition,

<$§y;2)€ker(f)<:>{y:0 <:>{y:0

donc ker(f) = {(z;0;2) | x € R} = Vect((1;0;1)). Ainsi, dim(ker(f)) = 1 et, par le
théoreme du rang, dim(Im(f)) =3 — 1 = 2. Or, Im(f) est un sous-espace vectoriel de R?
qui est de dimension 2 donc Im(f) = R

Exercice 10. Déterminer une base du noyau et de 'image des applications linéaires suivantes.
1. f:(z;y;2)— (y—2;2 —x;2 —y) de R? dans lui-méme.
2. g:(v,y,2,t) — Qe +y+z;x+y+t;x+2—t) de R* dans R3.



Solution.
1. Par définition,

y—z=0 y==z
(x;y;2) €ker(f) <= (z2—2=0 <=<Sz=1
r—y=20 r=y

donc ker(f) = {(x;x;2) | v € R} = Vect((1;1;1)). Ainsi, dim(ker(f)) = 1 et, par
le théoreme du rang, dim(Im(f)) = 3 — 1 = 2. Or, Im(f) est un sous-espace vectoriel
de R? qui est de dimension 2. Ce sous-espace est engendré par les images par f de la
base canonique de R?, c’est-a-dire par les vecteurs e; = (0;—1;1), e; = (1;0;—1) et
es (—1;1;0). Montrons que (eq, e5) forment une famille libre. Soit a et b deux réels tels
que aey + bes = Ogs. Alors, (b;—a;a —b) = (0;0;0) donc a = b = 0. Ainsi, la famille est
libre et, en raison des dimension, (ej, e5) est une base de Im(f).

2. Par définition,

2v +y+2=0 20 +y+2=0
(x,y,2,t) €ker(g) <=z +y+t=0 = {rt+y+(r+2)=0
r+z—1t=0 t=x+z
20 +y+2=0 y=—2r—=z
<~ <~
t=x+ =z t=x+z

donc
ker(g) = {(x, —2x—2z,2,242) | (z;2) € RZ} ={z(1,-2,0,1)+2(0,—-1,1,1) | (z;2) € ]RQ}

donc ker(g) = Vect(ey, e3) en posant e; = (1,—-2,0,1) et e; =0, —1,1,1). Montons que
(€1, e2) est libre. Soit a et b deux réels tels que aey +bey = Ogs. Alors, (a, —2a—0b,b,a+b) =
(0,0,0,0) donc @ = b = 0 et ainsi la famille (e, e5) est libre. On en déduit que c’est une
base de ker(g). Ainsi, dim(ker(g)) = 2 et, par le théoreme du rang, dim(Im(g)) = 3—2 = 1.
Or, Im(g) contient la vecteur ¢g(1,0,0,0) = (2;1;1) # Ogs donc ((2;1;1)) est une base
de Im(f).

Exercice 11. Soit n € N*. Montrer que f : P — P + P’ est un automorphisme R, [X].

Solution. Soit P; et P, deux polynémes et A un réel. Alors,
JOAPI+Ps) = (AP+Py)+(AP1+Ps) = AP+ Po+ AP+ Py = N(Pi+P))+Po+ Py = \f(Py)+f(P2)

donc f est un endomorphisme de R, [X].

Soit P € ker(f). Alors, P+ P’ = Og,[x] donc P = —P'. Or, si P # 0, deg(P) > deg(F’) et
donc P # P'. Ainsi, P = 0 donc ker(f) = {Og,x]}. Des lors, f est injective et, en raison des
dimensions, f est bijective. Ainsi, f est bien un automorphisme de R, [X].

Exercice 12. Soit t1, t5 et t3 trois réels distincts.
1. Montrer que f: P+ (P(t1); P(t2) ; P(t3)) est un isomorphisme de Ro[X] dans R3.

2. Soit s1, o et s3 des réels. Déduire de la question précédente qu’il existe un unique
polynome P € Ry[X] tel que P(t1) = s1, P(ty) = s et P(t3) = s3.



Solution.

1. Soit P; et P, deux polynomes et A un réel. Alors,

JOAPL+ Py) = (APL+ P)(0); (AP + By)'(0); (AP + P2)"(0))
= (AP1(0) + P2(0); AP{(0) + P5(0) ; AP (0) + P5'(0))
= A(P1(0); P{(0); PT(0)) + (P2(0) 5 P5(0) 5 P5(0))
= Af(P1) + f(P)
donc f est une application linéaire de Ry[X] dans R3.
Déterminons son noyau. Soit P € ker(f). Alors, P(t;) = 0, P(t2) = 0 et P(t3) = 0
donc t, ty et t3 sont trois racines distinctes de P. Comme deg(P) < 2, on en déduit
di

que P = Og,x]. Ainsi, f est injective et, comme dim(R,[X]) = dim(R?) = 3, f est un
isomorphisme.

2. Comme f est bijective, pour tout (s ;s9;s3) € R?, il existe un unique P € Ry[X] tel que
f(P) = (s1;82;s3) cest-a-dire tel que P(t1) = s1, P(t2) = sg et P(t3) = s3.
Exercice 13.
1. Montrer que f: A +— A+ "'A est un endomorphisme de M;3(R).
2. Déterminer une base de ker(f) et en déduire la dimension de Im(f).
Solution.

1. Soit Ay et Ay deux éléments de #3(R) et A € R. Alors, par linéarité de la transposition,

f()\Al —|— AQ) == ()\Al + AQ) t()\Al + AQ) == )\Al + A2 + t()\Al) + tAQ
= MA1+ A1) + Ay + Ay = A f(A) + f(Ay)

donc f est est un endomorphisme de .Z5(R).

@11 A1z 13
2. Soit A= [a1 ags azs| € ker(f). Alors A+"'A = 03 donc

az1 Aaz2 Aa33

2&171 ay2 + 21 a13 + as 0 00
=laz1+aip 2az.2 ass3+asz| =10 0 0O
a3,1 + 13 as2 + 23 2@3,3 0 0 0
donc 11 = O, Q12 = —0A21, A1 3 = —Ad31, A2 = O, 23 = —A32 et az3 = 0. Ainsi,

0 a D
ker(f) C { (a 0 c) (a;b;c) € R3} = Vect(A, As, A3)
b —c 0

0 10 0 01 0 0 O
enposant A;=|—-1 0 0],A,=]10 0 O0|letA3=10 0 1]. Inversement, on
0 00 -1 0 0 0 -1 0
vérifie facilement que f(A;) = 03, f(A2) = 03 et f(A3) = 03 donc, comme ker(f) est un es-
pace vectoriel, Vect(A;, Ag, A3) C ker(f). On conclut donc que ker(f) = Vect(A;, Ag, A3).

0 a b
Considérons des réels a, b et ¢ tels que aA; + bAs + cAs = 03. Alors, (a 0 c) =03
—b —c 0
donc a = b= c =0 et ainsi (Ay, Ay, A3) est libre. On conclut que (Aj, Ay, A3) est une
base de ker(f). Des lors, dim(ker(f)) = 3 et, par le théoreme du rang, dim(Im(f)) =
dim(.#;(R)) — dim(ker(f)) = 32 — 3 = 6.



Exercice 14.

1. Soit n € N*.
a. Montrer que f,, : P— P(X + 1) — P(X) est un endomorphisme de R, [X].
b. Déterminer ker(f,,) et en déduire que Im(f) = R,_1[X].

2. Montrer que Iapplication g : P —— P(X + 1) — P(X) est un endomorphisme surjectif
de R[X].

Solution.

1. Soit P; et P, deux polynomes et A un réel. Alors,

fuAPL+ Py) = (AP, + P) (X + 1) — (AP, + P,)(X)
=AP(X 4+ 1)+ P(X +1) — (AP(X) + P(X))
=AMPU(X 4+ 1)+ P(X))+ P(X + 1) — P(X)
= AMu(P1) + fu(P2)

donc f,, est un endomorphisme de R,,[X].

. Soit P € ker(f,). Alors, pour tout réel z, P(x + 1) = P(z) donc P(0) = P(1) = P(2) =

-+« = P(n) Des lors, le polynéme Q = P—P(0) posséde n+1 racines distincts donc, comme
deg(Q) < n, Q =0 donc P est constant égal a P(0). Inversement, si P est un polynome
constant alors P(X 4 1) = P(X) donc f,(P) = Og,x]. Ainsi, ker(f,) = Ro[X]. Des lors,
dim(ker(f,)) = 1 donc, par le théoreme du rang, dim(Im(f,)) = dim(R,,[X]) — 1 = n.

Or, si P =Y apX" € R,[X] alors
k=0

n n n

fa(P) = 3 ak(X +1)" = 3 axX* = 3 o |(X +1)F - X

et, par la formule du binéme de Newton, pour tout k € [0, n],

(X+1)k_Xk — Xk+ (T)Xk—1+. . +<k. ﬁ 1>X+1—Xk _ (?)Xk—1+_ ) +<k ﬁ 1>X+1

est un polynome de degré k — 1 donc f,,(P) est une polyndéme de degré au plus n — 1.
Ainsi, Im(f,) C R,_1[X] et, comme dim(R,,_1[X]) = n = dim(Im(f,,)), on conclut que
Im(fn) = Rnfl[X]

. Comme dans la question 1., g est un endomorphisme de R[X]. Soit @ € R[X]. Si Q = Or(x]

alors @ = f(Og[x]). Sinon, notons d le degré de Q. Alors, @ € Ry[X]| donc, comme [y,
est une application linéaire surjective de Ry 1[X] sur Ry[X], il existe P € Ry q[X] tel
que Q = f411(P) = P(X +1) — P(X). Ainsi, @ = g(P) donc g est surjectif.



