¢ Corrigés des exercices du chapitre 3

Exercice 1. Déterminer la nature et calculer la somme de chacune des séries suivantes.

LY Vn+tl—yn 2. Yem"—em' 3. Zln(1+1) 4Zm< " )

n=1 n>=2

Solution. Dans chaque cas, on reconnait (ou on fait apparaitre) une somme téléscopique.
1. Pour tout n € N,

j{:\/zrif_-—-x/_:: \/ﬁi;_-—‘\/azz v7l+‘1 ;:;;;?'+CO
k=0

“+oo
doncZVn—F — v/n diverge et Z\/n+ —/n = 4o0.
n=0

2. Pour tout n € N,

n n
Z ok _ okl — Z ok o (k1) — =0 _ o—(n+1) _ 1 _ o—(n+1) 1
n—-+0o0o
k=0 k=0
car lim —(n+1) = —ocet lim e” =0 donc par composition, lim e~ = 0. Ainsi,
n—-+o0o T——00 n—-+00o
—+00
Ze_" — e " ! converge et Z e —e =1,
n=0

3. Pour tout n € N*,

Zln(l—i—) kﬁj <k+1):éln(k—i—l)—ln(ls):ln(n+1)—1n(1)
—In

n+1) — 400
n——+00

1 1
donc ) In (1 + ) diverge et Z In (1 + ) +00.
n

n=1

4. Pour tout entier n >,
In{—— In n
2 <k2_1 kz; D+ 1) ,; ket

_ kz::zln <H> I <k‘l:1> —1n(2) — In ("Zl>

1 1
car lim 1+—=1et hm In(xz) = In(1) = 0 donc par composition, lim In (1 + ) = 0.
n

n—-+00 n —1 n—+00
n2 +oo n2
Ainsi, > In <n2 — 1) converge et » In <n2 — 1) = In(2).
n=2 n=2



Exercice 2. Déterminer la nature de la série dans chacun des cas suivants.

1.

i P a.z‘m(w oy gy
(n+1) 6n 3+ 1 5+ 47

1

=in cos?(n)

n—+>5
nd+n+1

20 S

ny/n n+1
3.Zn4+1 4. >

n?+1

n(n —1) 5" + 2

3 4 1
9. Zcos( > 10. Zsm( > 11.2 Z—F 12. Zl—cos().
n>1 n>1 2" +5 n>1 n
Solution.
1. Pour tout entier n > 1, 0 < cos?(n) < 1 donc 0 < ncos?(n) < n et, par décroissance

. Pour tout n € N*,

. Pour tout n € N,

1
de la fonction inverse sur |0 ; +ool, ———— = —. Or, par théoréme, la série Z —
ncos’(n) ~ n n
ngegslantl
1
diverge donc, par théoreme, la série Z ——— diverge également.
— ncos?(n)
n>1
n+o n 1 L. ., 1 ..
————— ~ — = — et la série de terme général — converge donc, par théoreme,
3 1 3 2 2
ne +n + n n n

n+5
Z 57 converge.
n’+n+1
n\/—

1 1
= — et la série de terme général — converge donc, par
n?

nt + 1 T n?
n
théoreme, converge.
2 nt 41 &

n+l n 1 . PRI I - n+1

1 et la série de terme général — diverge donc, par théoréme, Z SR
n n n n n
diverge.

e" n emn
—  ~ — et, par croissance comparée, lim — = 400 donc la série de terme
(n+1)? n? n—+oo n2
n n

général e diverge grossierement et ainsi, par théoreme, Z diverge.

(n+ 17

sin (%”)‘ < 1 donc ’sinG(:gr)‘ < 61" = (é)n Or, comme 0 < E <1, la

(=}

1\" sin ( %
série géométrique Z (6) converge et ainsi, par théoreme, Z ’6(716)’ converge.
-1 -1 \" 1 1\"? 1
n?(ﬁ—i—l) ~ n(ngn ) =n(n —1) (3) :§><n(n—1) (3) . Comme 0 < 3 < 1,

n—
la série géométrique dérivée Zn(n - 1) (3) converge donc, par produit par une
n(n—1)

1 n
constante, Z n(n—1) (3) converge également et finalement, par théoreme, Z 31

converge.
5" 42 5" 5\" 5 o\"
. ++4n ~ n(4) et, comme 1 > 1, la série géométrique Z (4) diverge donc, par

2
théoreme, Z ; diverge.

1 1
lim — =0 et lim = cos(0) = 1 donc, par composition, lim cos () = 1 donc la
n—-+oo 21, z—0 n—+oo n

- Ly . N
série Z coS o diverge grossierement.
n



1 1 1 1 1
10. Comme lim — = 0, sin ( ) — . Or, par théoréme, Z — diverge donc
n

n—-+o0 2n 2n 2n 5

Z o aussi et ainsi, par théoreme, ZSI
n

1
>< J—
) n
> diverge également.

3n+4 3 3 1\t 1
11. 2?::__5 2: =3 X n (2) . Or, comme 0 < 3 < 1, la série géométrique dérivée
" 3n + 4
Zn 2 converge donc, par produit, Z — converge et ainsi, par produit, Z o T
converge. T

1 1
12. Comme lim — =0, 1—cos ~ —. Or, par théoreme, la série de terme général —
n——+oo n, n n? n?

converge donc, par théoreme, Z 1 — cos ( converge.
n
n>1

Exercice 3. Etudier la nature des séries suivantes et calculer la somme en cas de convergence.

1 1 4n+l 4”—{—3" ™46
1'Z2n+1_2n+3 22 n! 32 4'Z(n+1)!'

Solution.

1. Pour tout entier n € N,

! ! 1 1 1
=2k + 1 2k+3 Zo%k+1 2k+1)+1 2x0+1 2Mn+1)+1
1 1 = 1

converge et Z

d _ -
OnCZQnJrl o + 3 o +1 243

4"+ 1 4n ,
2. Pour tout n € N, ———— =4 x — et ainsi la série est le produit par une constante d’une

n! n!
+oo 4n+1 +o0 4n

série exponentielle. On en déduit qu’elle converge et que Z =4 Z
n=0
4m 43" 43" 4\" 3\" 3 4
5 5 " B (5) (5) DEOMRENSF S5
les deux séries géométriques Z ( ) et Z < ) converge donc, par somme, la série

converge et

3. Pour tout n € N,

+oo4n+3n +oo n +o00 I\ 1 1 15
2 Z() Z(E)) Tl itiE T

n=0 n=0 n=0
4. Pour tout n € N*,
n 7k+6 n+17k 1+6 n+17k 1+6 771_{_6

LGEn = H X m
n+1 7 17k n+1 1 43
S B SR

k=0

%1 Tk "+1 1 43 1 o+ 6 x 43
ekl T note T 7

X T+ 6 T+ 42¢ — 43
donc la série converge et Z R S s .
c(n+1) 7




Exercice 4. Soit p un réel de |0; 1] et A un réel quelconque. Etudier la nature des séries suivantes
et calculer leurs sommes en cas de convergence.

L 2 p-p 2 3 mp(l-p) 3 et p)

n>1 n>1 n>1
4. Ze_’\ji: 5. Zne_’\;\? 6. ZnQe_A;\T;
Solution.
1. Pour tout entier n € N*, i]@(l—p)k_1 = pnil(l —p)¥et, comme p €]0;1[,1—p €]0;1]
k=1 k=0
donc la série géométrique Z(l — p)" converge vers 1_&_23) = ; On en déduit que la
série Z:lp(l —p)"! converge et que Jip(l —p)"=px ]19 =1.

2. Pour tout entier n € N*, Z kp(1—p)*t=p Z k(1 —p)¥ et, comme p€]0;1[, 1 —p€
k=1 k=0
) 1 1

]0; 1[ donc la série géométrique dérivée n ) (1 —p)" " converge vers ————————— = —.
> I=(-pP P

= 1 1
On en déduit que la série > np(1 —p)"! converge et que > np(l —p)" "t =px - =
n>1 n=1 p p
3. Pour tout entier k > 1, k? = k(k — 1) + k donc, pour tout n € N*,
S —p) Tt =p Y (k(k—1) + k)1 —p)!
k=1 k=1
=p(1—p) Y k(k =11 =p)" 2 +p> k(1 —p)* "
k=1 k=1
Or, comme p € ]0;1[, 1 —p €]0; 1] donc les séries géométriques dérivées Zn(l —p)"t
et > n(n—1)(1 — p)"~? convergent respectivement vers — et oz 2 donc
o (1-(1=-p)* p’
la série > n’p(1 —p)"~! converge et
n=1
oo 2 1 2-2p4+p 2-p
2 n—1
n°p(l —p =p(l—p)X - +pxX — = =
S (1= =g ) x g e g = T
L. : A" . A"
4. La série exponentielle Z — converge donc, par produit par une constante, Ze —
n! n!
+o00 A" +u>An
converge et Z e M= et xer=e"=1.
n=0 n! n=0 nl
5. Pour tout entier naturel n € N*,
n /\k n Ak n—1 )\k+l n—1 Ak
Zke”\— :e”\z :e’)‘z = ”\Z— — e et =)\
pors k! = (k—=1)! = k! = k! notoo
+o0 A7

donc la série converge et Z ne * - = \.
n

n=0



6. Pour tout k € N, £k = k(k — 1) + k donc, pour tout n € N*,

n ) )\)\k \ n )\k \ n /\k: n )\k
k=9 k=1 k=2 k=1
n )\k n )\k n—2 )\k—i—? n—1 )\k+1
Y —A
=° [2_21—‘_2] - ¢ [Z k! +Z k!
i (k : k=0 k=0
\ n—2 )\k n—1 )\k N 5 5 N )
= l kz% +Azk']n%+m [\Ze* 4+ At = A+ A
+oo A\
Ainsi, la série converge et Z nze_’\—' =M+
= n!
Exercice 5.
+o0o 1 7T2
1. Justifier que Z converge et calculer sa somme S7 en admettant que Z —.
n>1 (271) b—1 TL 6
1
2. a. Justifier que Z W converge. On note Sy sa somme.
b. Déterminer Sy + S5 puis en déduire la valeur de Ss.
Solution.
1 L L e, par théort 1"21 duit tant
. = — X — et, par théoreme, la série » — converge, par produit par une constante
(2n)2 4 n2 Y p I n2 g I p p p Y
1 +o0 1 1 +00 1 1 2 2
la série de terme général 2n)? converge et nz:% e =1 nzzl 51 X % donc S; = %
1 1 : , . L 1
2. a. ~ et on vient de voir que la série de terme général —— converge
(2n+1)2  (2n)? (2n)?
donc la série de terme général converge.

(2n +1)2
b. S) représente la somme des inverses des carrés des entiers pairs et S5 la somme des
inverses des carrés des entiers impairs donc S; + S5 est la somme des inverses des

+o0 1 7T2

carrés de tous les entiers strictement positifs. Ainsi, S; + Sy = Z — = e On en
n=1
2 2 2 2
s s s
déduit que Sy = — — 51 = — — — donc S, = —
q 2 6 1 G 21 2
Exercice 6.
1 1
1. Soit n € N*. Montrer que, pour tout entier k£ > 0, si k < n alors —= > —

Vi~
2n
1
2. En déduire que, pour tout n € N*, Z \/_ > /n puis déterminer la nature de Z —
n=1
Solution.

1. Soit un entier £ > 0 tel que k& < n. Alors, par croissance de la fonction racine carrée
sur [0;400[, 0 < vk < /n et, par décroissance de la fonction inverse sur |0 ; +oof,
1 1

VEZ VR



2. Soit n € N*. Comme les termes de la somme sont positifs,

n+1 1

2n 1 n 1
Spn=3 — = > = Vn.
> ’;ﬁ kz::l Z n x vn

L>L >0
VEZ Vn

Or, lim /n = +oo donc, par comparaison, lim Sy, = 4+00. On en déduit que la suite
n—-+00 n—-+0oo

1
des sommes partielles (S,) n’est pas bornée donc la série »  — diverge.
n=>1

Exercice 7.
1. Déterminer la nature des séries Z et Z )
n>1

2. a. Montrer que, pour tout entier n > 2 (ln(n))ln(") = pnn(m),

b. Montrer qu'il existe un entier N tel que, pour tout n > N, In(In(n)) > 2.

1
c. Déterminer la nature de —_—
2 (im0

Solution.

1
1. Pour tout entier n > e* In(n) > 2 donc () > n2? > () et ainsi T S 2 Or, la série
de terme général — converge donc, par théoreme, Z ——— converge aussi.
n n n(n)

1 1 "
Pour tout entier n > €%, In(n) > 2 donc (In(n))™ > 2" et ainsi ()" < o = (2) . Or,
1

1 n
la série de terme général (2) converge car 0 < 5 < 0 donc, par théoreme, %:1 ()"
converge aussi.
2. a. Pour tout entier n > 2, (In(n))"(™ = e n(in(m) — (eln(”)))ln(ln(n)) = nin),

b. Pour tout entier n > e, par croissance de In, In(In(n)) > In(In(e®’)) = In(e?) = 2.
Or, e ~ 1618,2 donc N = 1619 convient.

c. Pour tout n > N, In(In(n)) > 2 donc n"(") > p2 > 0 et ainsi () < el
1

la série de terme général — converge donc, par théoreme, la série de terme général
n

1
c’est-a-dire, d’apres la question a., Z

nn(n(n)) 2 (In(n))n0 converge.

Exercice 8.
1

z(In(z))™

Calculer, pour tout réel x > 2, f/ (x) et en déduire les variations de f,, sur [2;400].

1. Soit m € N et f,, : [2;+00] — R la fonction définie par f(x) =

1 1
2. a. Soit un entier k£ > 2. Justifier que pour tout = € [k; k + 1], Fn(k) > Tz
1 k+1 1
b. En déduire que, pour tout entier k > /
" kIn(k) T xIn(x )
" 1 n+1 1
c. Démontrer que pour tout entier n > Z = /



d. Calculer l'intégrale de la question précédente et en déduire la nature de la série
1
7; nlin(n)’
: . . _ 1 1
3. a. Soit un entier k > 3. Justifier que pour tout = € [k — 1; k], A < (D))
L1 . 1 k 1
b. En déduire que, pour tout entier k£ > 3, W < /k_l de.
1
c. En s’inspirant de la démarche de la question 2., déduire la nature de Z — -
n>2 n(In(n))
1
d. Soit un entier p > 2. Déduire de la question précédente la nature de Z _.
7z n(In(n))?
Solution.

1. La fonction f,, est dérivable sur [2;+oo[ par produit et quotient de fonctions dérivables

et

Ve =2, fl(x)=

1 x(In(@))™ + 2 xm X 2 (In(z))™ " (In(z))™ '(In(z) + m)

(z(In(z))™) N (z(In(z))™)

Or, pour tout z > 2, In(z) > 0 et m > 0 donc f/ (x) < 0. Ainsi, la fonction f,, est
décroissante sur [2; +o0.

2. a.

Par décroissance de f; sur [2; 400, pour tout = € [k; k + 1], fi(k) = fi(z) c’est-a-dire
1 1

> .
kln(k) =~ zln(z)
Soit un entier £ > 2. Par croissance de l'intégrale, on en déduit que

k+1 1 1 k1] 1
> .
/k kn(k) vz /k: zIn(z) v

1
Or, comme Fn(k) ne dépend pas de z,
k1] 1 1
de=((k+1)—k = .
/k (e = (D =R X s = )

Ainsi, on a bien

Lo 1 1
kn(k) //k zln(x) ’

Soit un entier n > 2. On déduit de la question précédente que

noq N nocktl ] 1 ntl ] .
kz::Q kln(k) = ,;/k zIn(z) e /z xIn(z) ’

la derniere égalité découlant de la relation de Chasles sur les intégrales.

. . . A /
Soit un entier n > 2. Alors, en faisant apparaitre une forme *-,

n+1 1 ntl 1 il
/2 dz = /2 g 4 = In(n(@)5 ™ = m(n(n + 1)) = In(2).

xIn(x)

Ainsi, pour tout n > 2,

> In(In(n + 1)) — In(2).



Or, lim In(n+1) = 4+oo et lim In(x) = 400 donc, par composition de limites,

n—+oo T—+00
+o00o
ngrfoo In(ln(n+1)) = +oo. Par comparaison, on en déduit que Z FTn(k) = +o0 donc
la série diverge.
. Par décroissance de f5 sur [2; 400], pour tout x € [k — 1; k], fo(k) < fo(z) c’est-a-dire

1 1
< .
k(ln(k))*> = z(In(z))?
. Soit un entier k > 3. Par croissance de l'intégrale, on en déduit que

k 1 k 1
/k—l k(ln(k))? < /k—l x(In(z))? de.

Or, comme —————— ne dépend pas de z,

k(In(k))?

oo
quﬂmmydmz“”*k_”)xme»f‘mm@»f

Ainsi, on a bien
1 k 1

k(In(k))? S k-1 z(In(z))?

. Soit un entier n > 3. On déduit de la question précédente que

dax.

n

Z Z/kl:cln /zn:c(lrll(x))2dx

. A /
Or, en faisant apparaitre une forme *;,
u

n B % I | 11
Lx / %m@]__mm+mm\hm)

2
car In(n) > 0 puisque n > 3. Ainsi, pour tout n > 3,

n 1
2 T S )

k=3

—_

Ainsi, les sommes partielles sont majorées donc elle converge et on conclut que

Z W converge.

n=2 n

(n) = 1 donc In(n)? < In(n)P. Des lors, pour tout entier

. Pour tout entier n > 3, In
n(Iln(n))? donc, par décroissance de la fonction inverse sur

3
n = 3,0 < n(ln(n))? <
1

10 ool ity = afin(o)
que la. serie Z W Converge.

)

. Par comparaison, on déduit de la question précédente



Exercice 9.
1 b

1. Déterminer (a;b) € R? tel que, pour tout k € N*, m = % + PR

1
2. En déduire que Z

———— converge et calculer sa somme.
neN* TL(’IL + 1)

Solution.
b a(k+ 1) + bk b)k
1. Soit a et b deux réels. Alors, pour tout £ € N*, k: Tl (kgl—g Jz B = (al:(Pk: 1_ 1—1)—a
Ainsi, il suffit que a +b=0 et a =1 c’est-a-dire a = 1 et b = —1. On a donc, pour tout

[ T |
k(k+1) k k+1
2. En reconnaissant une somme téléscopique, pour tout n € N*,

k e N*,

Zn: zn: I =1 —1
] k +1 ok k+ E+1 n+1 no+too
+00 1
donc la série converge et _ =1.
B O 2 i 1)

Exercice 10.

1 _a, b e
k(k+1)(k+2) k k+1 k+2

1. Déterminer (a;b;c) € R3 tel que, pour tout k € N*,

converge et calculer sa somme.

1
2. En déduire que la série
d T;n(n+1)(n+2)

Solution.
1. Soit a, b et ¢ des réels. Alors, pour tout k£ € N*,

a_ b L :a(k+1)(k:+2)+bk(k+2)+ck(k+1)
k' k+1 k42 k(k+1)(k +2)
a(k? + 3k + 2) + b(k?* + 2k) + c(k* + k)
k(k+1)(k+2)

(a+Dd+ )k + (Ba+2b+ )k +2a
B k(k+1)(k +2)

Ainsi, il suffit que a+b+c=0et 3a+2b+c =0 et 2a = 1 c’est-a-dire a = %, b+c= —%

et26+c:—%.Onendéduitque(2b+c)—(b+c):—%+%=1—1doncb:—1%et
NSNS SN
k(k+1)(k+2) k k+1 k+2

2. En faisant apparaitre une somme téléscopique, pour tout n € N*,

z”: 1

= k(E+1)(k+2)

finalement ¢ = % On a donc, pour tout n € N*,

I
(1=
El NI

|
ol
—|— —

N =
Mz

A

l\')»—l

|

N[
—_

N——
|
R

ol
—|— N[
—_

|
ol
—I— N | =
[\)
N———

+o0 1

donc la série converge et Z W 1(n+2) 1
n(n n




Exercice 11. On considere la suite (F},) définie par Fy = 0, F; = 1 et, pour tout n € N,
Foio=F,i1 + F,. On admet que 1_131 F, = 4o0.

Montrer que la série Z converge et calculer sa somme.

n>1+tn n+2
Solution. Pour tout &k > 1

nooq L A A 1

kz::l FyFro kz:: FiFipaFenn (= FoFiaFiar (= FiFesr FioiFrpo

1 1
= — 1
FiFy  Fy By notoe

car Fh=FN+F,=140=1et lim F, =400 donc hm Foi1Fhie = 400.

n—-+o0o
“+o00

Ainsi, la série converge et Z

=1.

F, Fn+2

Exercice 12.
1. Montrer que 'ensemble {z € R | sin?(z) < %} ne contient pas trois entiers consécutifs.
L2
sin“(n
2. En déduire que la série Z (n)
n

n>1

diverge.

Solution.

1. Pour tout réel x,

< sin(z) <

N\E

1 2
sin?(z) < = 5 = |sin(x \/> <= [sin(x)| < \2_ - \g_

N 1

A T'aide du cercle trigonométrique, on en déduit que sin?(z) < <5 si et seulement s’il existe
3 5

un entier k tel que —% + k21 <z < % + k27 ou Zﬂ +k2r <z < % + k2. Ceci définit

T
deux intervalles de longueur — < 2 donc chaque intervalle contient au plus 2 entiers. De

plus I’écart entre les deux intervalles aussi § > 1 donc il y a toujours un entier entre
deux intervalles consécutifs. Ainsi, trois entiers consécutifs ne peuvent pas tous les trois
appartenir a {z € R | sin®(z) < 3}.

2. Soit n € N*. Alors, en rassemblant les termes 3 par 3,

3 sin?(k sin?(1 sin?(2 sin?(3 sin?(4 sin?(5 sin?(6
FE) (S0 ) ) | () ) )
(sin2(3n —2) N sin?(3n — 1) N sin2(3n)>
3n — 2 3n—1 3n
Z”: <Sm 3p—2) n sin?(3p — 1) L sin2(3p)>
1 3p — 2 3p—1 3p

D’apres la question précédente, dans chaque parenthése, un terme a son numérateur au
moins égal a 2 et les autres termes sont positifs. De plus, dans la p-ieme parenthese, les

trois termes ont un dénominateur inférieur ou égal a 3p donc
onosin?(k) .1 1 131

Z 2 >Z§X* *Z — +00.

st =1 3p 6p 1P n—+o0o

Ainsi, la suite des sommes partielles de la série n’est pas majorée donc la série diverge.



