¢ Corrigés des exercices du chapitre 2

Exercice 1. Dans chacun des cas suivants, montrer que F; est un sous-espace vectoriel de FE.

1. E=R3 F ={(z;y;2) e R® |z + 2y =0}.

2. E=R} Fy={(z;y;2) eR® |z +y+32=0}

3. E=R3 Fs={(v;y;2) eR¥|x+2y=0et z+y+32=0}.

4. E=R[X]|, F, ={P € R[X] | P(1) =0}

5. E=,(R), Fs={M € #,(R) | AM = MA} ou A € #4,(R)

6. E=F(R,R), Fs={f € E| f est dérivable}

Solution.

1. Par définition, F; C E. De plus O = (0;0;0) € F; car 0 + 2 x 0 = 0. Enfin, si
v1 = (T1;y1;21) et vy = (T9;Ys; 22) sont deux éléments de F; et A € R alors Av; + vg =
(Az1 + 223 Ayr + y2; Az1 + 29) et

(A +@2) +2(Ays + y2) = M1 +2y1) + 22+ 2y =0
car vy et vy appartiennent a F; donc xy + 2y, = x5 + 2y = 0. Ainsi, \v; + vy € F}.
On conclut que ‘Fl est un sous-espace vectoriel de ‘

2. Par définition, Fy, C E. De plus 0g = (0;0;0) € Fy car 0+ 0+ 3 x 0 = 0. Enfin, si
v1 = (T1;y1;21) et vy = (T9;ys; 22) sont deux éléments de Fy et A € R alors Av; + vg =
(Az1 + 223 Ayr + y2; Azg + 22) et

(A +22) + (Ay1 + ) + 3(Az1 + 22) = AMz1 + 41+ 321) + (22 + Y2 + 322) = 0
car vy et vy appartiennent a Fy donc x1+y; +321 = o+ 42+ 320 = 0. Ainsi, A\v; +vy € F.
On conclut que ‘Fg est un sous-espace vectoriel de ‘

3. F, et I, sont deux sous-espaces vectoriels de £ = R3 et Fy = F} N I, par conséquent,
F3 est également un sous-espace vectoriel de R |.

4. Par définition, F;, C E. De plus Og est le polynéme nul qui s’annule bien en 1 donc
O € Fy. Enfin, si P, et P, sont deux éléments de Fy et A € R alors (AP} + P)(1) =
AP (1) + P,(1) = 0 car Py et P, appartiennent a Fy donc P(1) = P»(1) = 0. Ainsi,
AP+ P, € Fy.

On conclut que ‘F4 est un sous-espace vectoriel de F ‘

5. Par définition, Fy C E. De plus Og est la matrice nulle 0, et, par propriété, A0, = 0,4 =
0, donc O € F5. Enfin, si M; et M, sont deux éléments de Fy5 et A € R alors
car My et M, appartiennent a Fy donc AM; = M1 A et AMy = MyA. Ainsi, AM;, + M, €
F5.

On conclut que ‘F 5 est un sous-espace vectoriel de F ‘
6. Par définition, Fy C E. De plus O est la fonction nulle qui est bien dérivable sur R

donc O € Fg. Enfin, si f; et fo sont deux éléments de Fg et A € R alors f; et fo sont
dérivables sur R donc Af; + fy est dérivable sur R donc A\f; + fo € Fg.

On conclut que ‘Fﬁ est un sous-espace vectoriel de F ‘




Exercice 2. Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R? ?

1
2
3
4

A={(z:y) R |2 <0}
B ={(x;y) e R* | zy = 0}.
C={(z;y) eR* |z =y}
D={(z;y) eR? |z +y=1}

Solution.

1.

4.

v=(—1;0)€ Acar —1 < 0 mais —v = (1;0) ¢ A car 1 > 0. Ainsi, A n’est pas stable
par le produit par un scalaire donc | A n’est pas un sous-espace vectoriel de R?|.

v; = (0;1) et vg = (1;0) appartiennent & B car 0x1 = 1x0 = 0 mais v;+v, = (1;1) ¢ B
car 1 x 1 =1 # 0. Ainsi, I'ensemble B n’est pas stable par addition donc on conclut que

B n’est pas un sous-espace vectoriel de R? |.

. Par définition C' C R? et Ogz € C car 0 = 0. Soit v; = (z1;91) et va = (r2;y0) deux

éléments de C et A € R. Alors, A\v; + ve = (Azq + 225 A\ys + y2) et, comme 27 = y; et
To = Yo, /\131 +y = /\IQ + Y2 donc )\Ul + vy € C.

Ainsi, | C est un sous-espace vectoriel de R? |.

Orz = (0,0) ¢ D car 0+ 0 # 1 donc | D n’est pas un sous-espace vectoriel de R? |

Exercice 3. Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de £ = .7 (R, R)?

1. A={f € Z(R,R) | f est monotone sur R}.

2. B={fe Z[R,R)| f(0) =0}.

3. C={feZRR)| xR, f(x)=0}.

4. D ={f € F(R,R) | f est impaire}.

Solution.

1. La fonction cube f : x — 23 est croissante sur R et la fonction affine g :  — —3z est
décroissante sur R. Cependant, la fonction f 4 ¢ : # — 2 — 32 n’est pas monotone sur
R car (f +9)(0) = 0 > —2 = (f + g)(1) mais ( +g)(0) = 0 < (f + g)(2) = 2. Ainsi, 4
n’est pas stable par somme donc ‘A n’est pas un sous-espace vectoriel de F ‘

2. Par définition, B C E. De plus O est la fonction nulle qui s’annule bien en 0 donc O € B.
Enfin, si f; et f; sont deux éléments de B et A € R alors (A\f1+ f2)(0) = Af1(0)+ f2(0) =0
car f1 et fy appartiennent a B donc f1(0) = f2(0) = 0. Ainsi, Af; + f2 € B. On conclut
que ‘B est un sous-espace vectoriel de E ‘

3. Considérons les fonctions fy : x — cos?(x) et f, : & — sin®*(z). Alors, fi1(5) = 0 et
f2(0) = 0 donc f; et fo appartiennent a C'. Cependant, pour tout réel z, fi(z) + fo(x) =
cos?(x) + sin?(x) = 1 # 0 donc fi + fo # C. Ainsi, C n’est pas stable par somme donc
I’ensemble ‘C’ n’est pas un sous-espace vectoriel de F ‘

4. Par définition, D C E. De plus Og est la fonction nulle qui est impaire (puisque —0 = 0)

donc O € D. Enfin, si f; et fy sont deux éléments de D et A € R alors, pour tout réel z,

A1+ f2)(=2) = Mi(=2) + fa(—2) = =AM fi(z) — fa(z) = —(A\f1 + fo) (@)

car fi et fo sont impaires donc \f; + fo € D.
On conclut que ‘D est un sous-espace vectoriel de F ‘




Exercice 4. On considéere les ensembles
F={(z;y;2) eR® |z +y—2=0} et G={(a—b;a+b;a—3b)|(a;b) € R*}.
1. Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de R3.
2. Déterminer F'NG.

Solution.

1. Par définition, FF C R3. De plus Ogs = (0;0;0) € F car 0 +0 — 0 = 0. Enfin, si
v1 = (T1;91;21) et vg = (x9;y2; 22) sont deux éléments de F et A € R alors \vy + vy =
(Az1 + 223 A\y1 + Y25 A21 + 29) et

(Az1+22) + (Ayr +y2) — (Ao +20) = AMa1 +y1 — 21) 22+ Y2 — 20 =0

car vy et vy appartiennent a F' donc x1 + y; — 21 = Ta + Y2 — 29 = 0. Ainsi, Av; +v9 € F
et on conclut que F est un sous-espace vectoriel de F.

Pour G, on peut remarquer que
G={a(1;1;1)+b(-1;1;-3)| (a;b) € R?*}

donc, en posant u = (1;1;1) et v = (—1;1;-3), G = Vect(u,v) ce qui permet de

conclure que |G est un sous-espace vectoriel de R? |.

2. Un élément (z;y;2) € R® appartient & F'NG si et seulement si x +y — 2z = 0 et il existe
deux réels a et btelsque x =a—b, y=a+bet z=a— 3b. Or,

r4+y—2=0 (a—b)+(a+b)—(a—3b)=0 a+3b=0
r=a—> r=a—> r=a—"b
<~ R
y:a+b y:a+b y:a+b
z=a—3b z=a—3b z=a—3b
a= —3b
x = —4b
<
= —2b
z = —06b

Ainsi, | F'N G est la droite vectorielle engendrée par le vecteur w = (—4;—2;—6) | (qui

est aussi la droite vectorielle engendrée par —sw = (2;1;3)).

Exercice 5. On considere les vecteurs u = (—4;4;3), v = (=3;2;1), s = (—1;2;2) et
t=(—1;6;7) de R®. Montrer que Vect(u,v) = Vect(s, t).

Solution. On peut remarquer que s = u — v et t = 4u — 5v donc s et t appartiennent a
Vect(u,v) et donc Vect(s,t) C Vect(u,v).

Réciproquement, on remarque que u = 5s —t et v = 4s — t donc Vect(u,v) C Vect(s,t).

Par le principe de double inclusion, on conclut que | Vect(u, v) = Vect(s,t)]|.




Exercice 6. On considere les vecteurs u = (1;1;1) et v = (1;0;—1). Montrer que
Vect(u,v) = {(2a;a +b;2b) | (a;b) € R*}.
Solution. Posons F' = {(2a;a + b;2b) | (a;b) € R*}. On remarque que
F={a(2;1;0)+b(0;1;2)] (a;b) € R?} = Vect(s, 1)
en posant s = (2;1;0) et t = (0;1;2).
Or, u = %s + %t et v = %s — %t donc, en raisonnant comme dans l’exercice précédent,

Vect(u,v) C Vect(s,t) et, inversement, s = u + v et t = u — v donc, de méme, Vect(s,t) C
Vect(u,v). On conclut done que | Vect(u, v) = Vect(s, t) | par le principe de double inclusion.

Exercice 7. Les familles de vecteurs de R? suivantes sont-elles libres ?

1. Fi = (v1,v9) avec v; = (1;051) et vy = (1;2;2).

2. Fy = (v1,v9,v3) avec v1 = (1;0;0), v = (1;1;0) et v3=(1;1;1).

3. F3 = (v1,v9,v3) avec vy = (1;2;1), vy = (2;1;—1) et v3 = (1;—1;-2).
4. F; = (v1,vg,v3) avec vg = (1;—1;1), v9 = (2;—-1;3) et vg3 = (—1;1;—1).

Solution.

1. Soit a et b deux réels tels que av; + bvy = 0. Alors, a +b =0, 20 =0 et a + 2b = 0 donc
b=0 et a=0.On conclut donc que la famille | (v, v9) est libre|.

2. Soit a, b et ¢ des réels tels que avy + bvy + cvg = 0. Alors, a+b+c=0,b+c=0et c=0
donc ¢ =0, b=0 et a =0. On conclut que la famille | (vy, vo, v3) est libre|.

3. On remarque de vy = v + v3 donc la famille | (v, vo, v3) est liée |

4. On remarque que vz = —v; donc la famille | (v, vg, v3) est liée]|.

Exercice 8. Dans .# (R, R), on considere :
f1 = cos fo: x —> xcos(x) f3 =sin et fa:x —> xsin(x).
La famille (f1, fa, f3, fa) est-elle libre ?
Solution. Considérons des réels a, b, c et d tels que af; + bf) + cfs + dfs = 07w r). Ainsi,

pour tout réel z, acos(x) + bx cos(x) + csin(z) + dx sin(xz) = 0. En particulier,

e pour x = (0, on obtient a = 0;

e pour x = 7, on obtient —a — br = 0 donc, comme a =0, b =0;

e pour r = 7, on obtient ¢ + dj = 0 et, pour x = —7, on obtient —c + df = 0. En

soustrayant terme a terme, il vient 2¢ = 0 donc ¢ = 0 et, par suite, d = 0.

Ainsi, a = b= ¢ =d = 0 donc la famille | (f1, fa, fs, f4) est libre .

Exercice 9. Soit £ un K-espace vectoriel et (u, v, w) une famille libre de E. On pose e = v+ w,
f=ut+wetg=u+w.
Montrer que (e, f, g) est une famille libre de E.



Solution. Soit a, b et ¢ des réels tels que ae+bf+cg = 0. Alors, a(v+w)+b(u+w)+c(utv) =0
done (b+ c)u+ (a+ ¢)v + (a + b)w = 0. Or, la famille (u, v, w) est libre donc on en déduit que
b+c=0,a+c=0et a+b=0.Or,

b+c=0 b= —c b= —c b=0
at+c=0 <= Ja=—c = <a=—c < <a=0
a+b=0 (—¢)+ (—¢) =0 —2c = c=0

Ainsi, par définition, la famille | (e, f, g) est libre|.

Exercice 10. Soit F' = {(x,y,2,t) € R* | —x + 2y + 32 — t = 0}.
1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R*,
2. Déterminer une famille génératrice de F'.
Solution.

1. Par définition, F© € R* et Opa € F car =0 +2x 0+ 3 x 0 —0 = 0. De plus, si
v1 = (21,41, 21,t1) et vy = (T2, Yo, 22,t2) sont des éléments de F' et A est un réel alors
)\Ul + Uy = ()\.1‘1 + Xa, )\yl + Ya, )\Zl + 29, )\tl + tg) et

(—)\.1‘1+.T2)+2(/\y1+y2)+3()\21+22)—()\t1+t2) = /\(—x1+2y1+321—t1)+(—x2+2y2+3zQ—t2) =0

car v, et vy appartiennent a F donc —xy + 2y; + 321 — t1 = —x9 + 2ys + 320 — 15 = 0.

Ainsi, Mv; + vy € F et on conclut que | F est un sous-espace vectoriel de R* |.

2. On remarque que

F={(z,y,2,t) eR' [t = =2+ 2y + 32} = {(2,y, 2, —v + 2y + 32) | (z;y;2) € R’}
= {2(1,0,0,—1) +9(0,1,0,2) +2(0,0,1,3) | (z;y;2) € R’}

donc, en posant u = (1,0,0,—1), v = (0,1,0,2) et w = (0,0,1,3), F = Vect(u,v,w).
Ainsi, | (u,v,w) est une famille génératrice de F'|.

Remarque. Le fait que F' = Vect(u,v,w) permet d’affirmer directement que F' est un
sous-espace vectoriel de R* sans avoir & faire le raisonnement de la question 1..

Exercice 11. On considére e; = (1;1;1), es = (1;1;0) et e3 = (0;1;1). Montrer que
B = (ey, e, e3) est une base R3.

Solution. Comme dim(R?) = 3 = Card(B), il suffit de montrer que B est libre. Soit a, b et
¢ des réels tels que ae; + by + ce3 = 0. Alors, a+b=0,a+b+c=0¢et a+ c= 0. Des deux
premieres égalités, on déduit que ¢ = 0 puis, grace a la derniere que a = 0 et, enfin, grace a la
premiere, que b = 0. Ainsi, a = b = ¢ = 0 donc B = (ey, e, €3) est une famille libre de R?. En

raison des dimensions, on conclut que ’B est une base de R3 ‘

Exercice 12. Soit F = {(z;y;2) ER® |20+ y+2=0et 4o +y =0}.
1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R3,

2. Déterminer une base de F'.



Solution.

1.

2.

On remarque que

F

riy;2) ERY | 2= 22 —yety=—4x}

(z:y;2) € R®| 2 = =20 — (—4x) et y = —4x}

{(z:y

{
{<x§y§Z)€R3|Z=2xety:—4x}
{

{

r;—4x;2x) | x € R}
x(l;-4;2) | z € R}.

Ainsi, en posant v = (1;—4;2), F' = Vect(v) donc | F' est un sous-espace vectoriel de R?|.

Comme v # Ogs, | (v) est une base de F'| (et donc F est une droite vectorielle de R?).

Exercice 13. Dans .#5(R), on considere les quatre matrices :

=Go) e Ga) e Ga) o-()

1. Montrer que (A, B, C, D) est une base de .#5(R).

2. Ecrire la matrice M = (? B 3> comme combinaison linéaire de (A, B, C, D).
Solution.

1. Comme dim(#5(R)) = 4, il suffit de montrer que (A, B, C, D) est une famille libre. Soit

a, b, c et d des réels. Alors,

aA+bB+cC+dD:a<1 0>+b(1 0>+C<1 1)+d<1 1>:<a+b+c—|—d c+d>

00 1 0 1 0 1 1 b+c+d d
donc
at+b+c+d=0 a+b+c=0
d:o p—
aA+bB+cC+dD =0, < et — ¢

b+c+d=0 b+c=0
a+b=0
c=0

<~ <~—a=b=c=d=0
b=20
d=20

Ainsi, la famille (A, B, C, D) est libre et, comme dim(.#5(4)) = 4 = Card(B), on conclut
que | B est une base de .#4(R) |.




2.

En reprenant le calcul précédent,

a+b+c+d=2 at+b+c—3=2
d=0 —-3=0
GA+bB+cC+dD =P e ST — ]
b+c+d=1 b+c—3=1
d= -3 d= -3
a+b+c=5 a+b+3=5
c=3 c= -3
<~ <
— _3 — 3
a+1= a=
C: C:
<~ <
b= b=
-3 - _3

Ainsi,[M = A+ B +3C —3D|,

Exercice 14. On considére les polynomes de R[X] suivants :

P(X)=1,  P(X)=X+2  P(X)=X?+4X -3, Py(X) =X +6X% - X.

oW

Montrer que la famille (P, P, P, Ps) est libre.
Rappeler la dimension de R3[X]. Que peut-on en déduire ?
Déterminer Vect(Fy, Py, Ps, Ps).

Quelles sont les coordonnées du polyndome Q@ = X3 + X2 + X + 1 dans les bases
B = (1,X,X2,X3) et C = (P07P17P27P3) de Rg[X] ?

Solution.

1.

Considérons des réels a, b, ¢ et d. Alors,

aPy+bPy + cPy+dPs = a+b(X +2) + ¢(X? +4X — 3) + d(X® + 6X° — X)
=dX?*+ (c+6d)X*+ (b+4c—d)X +a+2b—3c

On en déduit que

a+2b—3c=0

b+4c—d=0
aP0+bP1+cP2—I—dP3:0R[X]<:>

c+6d=0

d=20

Or, le systeme est échelonné avec 4 pivots donc il admet une unique solution. Par ailleurs,
(0,0,0,0) est une solution du systeme donc c’est la seule. On conclut quea =b=c=d =0

donc la famille | (Py, Py, Py, P3) est libre|.

. Par propriété, dim(R3[X]) = 4. Comme (Fy, Py, P», P3) est une famille libre de cardinal 4

de R3[X], on en déduit que ’c’est une base de cet espace vectoriel ‘

. Comme (P, Py, Py, P;) est une base de R3[X], c’est en particulier une famille génératrice

de cet espace vectoriel donc | Vect(Fy, Py, Py, P3) = R3[X]|.




4. Par définition,

dans la base B, les coordonnées de @ sont (1,1, 1,1) | Déterminons ses

coordonnées dans C. En reprenant les calculs précédents,

a+2b—3c=1 a+2b—3c=1
b+4c—d=1 b+4c—1=1
Py+bP, 4+ cPy+dP; = (Q <— <=
o e 5=0 c+6d=1 ct6=1
a+2b+15=1 a-+44 = —-14
b—20=2 b=22
< <
c= -5 c= -5
a = —5H8&
b=22
<
c=—95
=1

Ainsi, |les coordonnées de @) dans C sont (—58,22, —5,1)]|.

Exercice 15. Soit S5(R) 'ensemble des matrices symétriques de .#3(R), c’est-a-dire I'ensemble
des matrices A € #3(R) telles que A = A.

1. Montrer que S3(R) est un sous-espace vectoriel de .#3(R).
2. Déterminer dim(S3(R)).

Solution.

1. Par définition, S3(R) C .#5(R) et ‘03 = 03 donc 03 € S3(R). De plus, si A et B sont dans
S3(R) et A est un réel alors “(AMA + B) = N'A+'B = M + B donc MA + B € S3(R).
Ainsi, | S3(R) est un sous-espace vectoriel de .Z3(R) |.

2. Par définition, une matrice de .#3(R) est une matrice carrée d’ordre 3 égale a sa transposée.
Ainsi, M € M3(R) si et seulement si elle est donc de la forme

a b c

M: b d (& :CLM1+bM2—|—CM3—|—dM4+€M5+fM6
c e f

en posant

1 00 010 0 0 1

My=1{0 0 0 My=1{1 0 0 Ms=1{0 0 0
0 00 0 0O 100
000 000 0 00
000 010 0 0 1

On en déduit que S3(R) = Vect(My, My, M3, My, M5, Mg). Montrons & présent que la
famille (My, My, M3, My, M5, Mg) est libre. D’apres la calcul précédent,

CLM1+bM2—|—CM3—|—dM4—|—€M5+fM6 =03 & =03 a=b=c=d=e= f =0

o o

b
d
e

~ O



donc la famille est bien libre. Ainsi, | (M, My, M3, My, My, Mg) est une base de S3(R)
donc |dim(S3(R)) = 6.

Exercice 16. On consideére ’ensemble
E={fec.ZRR)|3(a;b;c) €R? Vz cR f(z) = (az® + bz + ¢) cos(z)}.

1. Montrer que E est une sous-espace vectoriel de Z (R, R).

2. Déterminer une base de E et en déduire la dimension de E.

Solution.

1. Considérons les fonctions fo = cos, fi : x — zcos(z) et fo : z — 2% cos(z). Alors,

E={f:z+ (ax® + bz + c)cos(z) | (a;b;c) € R}
= {f: 2+ ax®cos(x) + bx cos(x) + ccos(x) | (a;b;c) € R®}
={afo +bfi +cfo] (a;b;c) € R®}
= Vect(fo, f1, f2)

donc | E est un sous-espace vectoriel de .7 (R, R) |

2. Montrons que la famille (fy, f1, f2) est libre. Soit a, b et ¢ des réels tels que afo+bfi+cfo =
07®r). Alors, pour tout réel z, acos(x) 4 bx cos(x) 4 cx? cos(x) = 0. En particulier, pour
x = 0, on obtient a = 0 et donc, pour tout réel z, bx cos(x) + cx? cos(x) = 0. Pour x = T,
on en déduit que —br — cm? = 0 donc, en divisant par 7 # 0, on obtient —b — e = 0 et,
pour z = —, on obtient br —cr? = 0 donc b—cm = 0. Il s’ensuit que b—cm — (—b—cm) = 0
donc 2b = 0 c’est-a-dire b = 0 et, par suite, ¢ = 0. Ainsi, a = b = ¢ = 0 donc la famille
est libre. Comme, par ailleurs, d’apres la question précédente, ( fo, f1, f2) est une famille
génératrice de E, on conclut que | (fo, f1, f2) est une base de E et donc dim(F) = 3|

Exercice 17. Dans .#,(R), on considere les deux ensembles suivants :

F= { (Z Z) € My(R)

(10 (01 (21
0uA—<1 _1>,B—<1 0) etC—(1 _2>.

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de .#5(R).

a—i—d:O} et G = Vect(A, B, C)

Déterminer une famille génératrice de F'.
En déduire une base de F' puis sa dimension.

La famille (A, B, C) est-elle libre 7 En déduire une base de G, ainsi que sa dimension.

AR ol

a. Justifier que A, B et C sont des éléments de F'.
b. En déduire que G C F.
6. Démontrer que G = F.



Solution.

1.

On remarque que

F:{(i Z) € Ms(R) ’ d:—a}:{@ _ba> ' (a;b;c)€R3}
:{a<(1] _01>+b<8 é)-l—c((l) 8) ' (a;b;c)€R3}

= Vect(M, N, P)

w0 () ey

Ainsi, | F' est un sous-espace vectoriel de .Z5(R) |.

en posant

. Lerésultat de la question précédente assure que| (M, N, P) est une famille génératrice de F'|.

. Montrons que (M, N, P) est libre. D’apres le calcul précédent, pour tous réels a, b et c,

b

—a

aM+bN+cP:02<:><Z >:02<:>a:b:c:()

donc la famille est libre. On en déduit que | (M, N, P) est une base de F' donc dim(F') = 3|.

. Soit a, b et ¢ des réels. Alors,

B 1 0 01 2 1)\ a+ 2c b+c
“A+bB+CC_“<1 —1)“’(1 0>+C<1 —2>_<a+b+c —a—20>

donc

a+2c=0 a+2c=0 0

a =

aA+bB + cC =0y <— te < te < (b=0
a+b+c=0 a=0 _0

—a—2c=0 —a—2c=0 “=

donc (A, B, C) est une famille libre. Or, par définition, c’est une famille génératrice de G
donc | (A, B,C') est une base de G et ainsi dim(G) = 3|.

. a. D’une part, A, B et C' sont bien des éléments de .#5(R) et, d’autre part, 1 +(—1) = 0,

04+0=0et 2+ (—2) =0donc|A, B et C appartiennent a F ‘

b. D’apreés le résultat de la question précédente, A, B et C' appartiennent a F' donc,
comme F est un espace vectoriel, par théoreme, Vect(A, B,C) C F i.e. .

. Comme G est un sous-espace vectoriel de F' et comme dim(F') = dim(G) = 3, on conclut

que |G = F|

Exercice 18. Dans R3[X], pour tout réel «, on considere F,, = {P € R3[X] | P(a) = 0}.

1.
2.
3.

Soit a € R. Démontrer que F, est un sous-espace vectoriel de R3[X].

Déterminer la dimension du sous-espace G = F} N Fs.

On pose H = {(X? - 3X +2)Q(X) | Q € R, [X]}.

Démontrer que H est un sous-espace vectoriel de R3[X] et en déterminer la dimension.



4. Démontrer que G = H.

Solution.

1. Par définition, F,, C R3[X] et le polynome nul s’annule en o donc Og,x] € Fy. Soit P et
Q@ deux éléments de F,, et A un réel. Alors,

(AP +Q)(a) = AP(a) + Q(a) =

car P(a) = Q(a) = 0. Ainsi, AP + @ appartient a F, et on conclut que I’ensemble
F,, est un sous-espace vectoriel de R3[X]|.

2. Par définition,

G={PcRs[X]| P(1)=0et P(2) =0}
={aX’+bX*+cX +deR3[X]|a+b+c+d=0et 8a+4b+2c+d =0}
={aX? +bX* +cX +deRs[X]|a+b+c—8a—4b—2c=0etd=—8a—4b— 2c}
={aX?+bX* +cX +deRs[X]| -Ta—3b—c=0et d=—8a—4b—2c}
={aX? +bX* +cX +deRs[X]|c=—Ta—3bet d= —8a —4b—2(—Ta — 3b)}
= {aX? +bX* +cX +deRs[X] | c=—Ta—3bet d=6a+ 2b}
= {aX?+bX*+ (=Ta —3b)X +6a+2b | (a;b) € R?*}
= {a(X? —7X +6) +b(X* - 3X +2)| (a;b) € R*}.

Ainsi, si on pose P, = X3 —7X +6 et P, = X?—3X +2 alors G = Vect(P;, ). De plus,
si a et b sont deux réels tels que aP, + bP, = Og,[x] alors, d’apres le calcul précédent,
aX3 4+ bX?% + (=Ta — 3b) X + 6a + 2b est le polyndome nul donc a = b = 0. Ainsi, (P, P»)
est libre donc c’est une base de G et on conclut que |dim(G) = 2/|.

3. Par définition,

H={(X?-3X+2)(aX +b) | (a;b) € R*}
= {a(X?® - 3X? +2X) +b(X* - 3X +2) | (a;b) € R?*}
donc H = Vect(Q1,Q2) oit Q = X3 —3X? +2X et Qy = X? — 3X + 2. Ainsi, H est un
sous-espace vectoriel de R3[X]. Montrons que (Q1,@Q2) est libre. Soit a et b deux réels.

Alors,

aQ1+bQ; = a(X? —3X?*+2X) +b(X?—3X +2) = aX’+(—3a+b)X*+ (2a—3b) X +2b

donc
a=0
—3a+b=0
bQ> =0 <— <~—a=b=0
a@y + by Rs[X] 9 — 3b — 0 a
2b=10

donc (Q1, Q2) est libre. On conclut que (@, Q2) est une base de H donc [dim(H) = 2.

4. Si P € H alors il existe Q@ € R;[X] tel que P = (X? — 3X + 2)Q donc P(1) =
(12=3x14+2)Q(1) =0et P(2) = (22 —=3x2+2)Q(2) = 0 et ainsi P € G. On en déduit

que H C G et, comme dim(G) = dim(H), on conclut que .




Exercice 19. Dans R*, on considére, d'un part, les vecteurs

w=(1,0,1,0) v=(0,1,—-1,0) et w=(1,1,1,1)

et, d’autre part, les vecteurs

z=(0,0,1,0) et y=(1,1,0,—1).

On pose F' = Vect(u,v,w) et G = Vect(z,y).

1. Déterminer les dimensions de F' et de G.
2. On pose H = FNG.

a.
b.
c.
d.

Justifier que dim(H) € {0,1,2}.
Montrer que si dim(H) = 2 alors x € F' et aboutir a un contradiction.
Montrer que si dim(H) = 0 alors (u, v, w, z,y) est libre et aboutir & une contradiction.

En déduire la dimension de H.

Solution.

1. e Montrons que la famille (u, v, w) est libre. Soit a, b et ¢ des réels. Alors, au + bv +vw =
(a+c,b+c,a—b+ ¢ c) donc

a+c=0
a=0
b+c=0
au + bv + cw = Ops < <= b=0
a—b+c=0
c=0
c=0

donc (u, v, w) est libre et ainsi (u, v, w) est une base de F' = Vect(u, v, w) donc|dim(F) = 3 |.

e Montrons que la famille (x,y) est libre. Soit a et b des réels. Alors, az+by = (b, b, a, —b)
donc ax + by = (0,0,0,0) si et seulement si a = b = 0 donc (x,y) est libre et, comme

précédemment, |dim(G) = 2|
2. a.
b.

Comme H C G, dim(H) < 2 donc |dim(H) € {0,1,2}|.

Supposons que dim(H) = 2. Alors, en raison des dimensions, H = G donc G C F.
En particulier, € F' donc il existe des réels a, b et ¢ tels que = = au + bv + cw. Or,
comme on 'a vu précédemment, au + bv + vw = (a + ¢,b+ ¢,a — b+ ¢, ¢) donc

at+c=0 a=20

b+c=0 b=0
au + bv + cw = x < S —

a—b+c=1 0=1

et on obtient un systéme incompatible. C’est absurde donc |dim(H) # 2 |.

Supposons que dim(H) = 0 c’est-a-dire que H = {04 }. Montrons qu’alors (u, v, w, z,y)
est libre. Soit a, b, ¢, d et e des réels tels que au + bv + cw + dx + ey = 0. Alors,
au~+bv + cw = —dr — dy donc au+ Bv+cw € FNG = H. Ainsi, au+ bv + cw = O
mais comme (u, v, w) est libre, on en déduit que a = b = ¢ = 0. Dés lors, dx + ey = Ops
et, comme (x,y) est libre, d = e = 0. Ainsi, a =b=c=d =e =0 donc (u,v,w,z,y)
est libre. Or, ce sont des vecteurs de R* qui est de dimension 4 donc le cardinal d'une
famille libre ne peut pas excéder 4. On arrive a une absurdité donc |dim(H) # 0.




d. On a vu que dim(H) € {0;1;2}, que dim(H) # 2 et que dim(H) # 0 donc on conclut
que |dim(H) =1

Exercice 20. Dans R3[X], on considere les polyndmes

P=X3+1 P=X3+X Py = X3+ X? et P, = X3,

On pose B = (Py, P», P35, Py).

1.
2.
3.
4.

Ecrire la matrice A de B dans la base canonique de Rs[X].
Montrer que B est une base de R[X].

Ecrire la matrice B de (1, X, X2, X?) dans la base B.
Calculer AB. Qu’en déduit-on ?

Solution.

1.

2.

Dans la base (1, X, X2, X3), la matrice de B est

1 000
0100
A_0010
1111

Méthode 1. Soit a, b, ¢ et d des réels. Alors,

aP,+bPy+cPs+dPy = a( X +1)+b( X2+ X)+c( X+ X?)+dX? = (a+btc+d) XP+e X +bX +a

donc
a+b+c+d=0
aPy + 0P + cP3 + dPy = Og,[x] <= Zzg Sa=b=c=d=0
a=0

donc la famille B est libre. Comme dim(R3[X]) = 4, on en déduit que B est une base de
R3| X|.

Méthode 2. A est une matrice triangulaire inférieure donc les coefficients diagonaux sont
non nuls donc elle est inversible. Deés lors, rg(A) = 4 donc, par théoreme, rg(F) =4 i.e.

dim(Vect(B)) = 4 et ainsi, comme dim(R3[X]) = 4, | B est une base de R3[X] |

. On remarque que 1 = P, — Py, X = P, — P4, X? = P; — Py et X? = P, donc la matrice

de la base canonique de R3[X] dans la base B est

1 0 0 0
0 1 0 0
B=1¢9 0o 1 o
1 -1 -1 1
. On vérifie que
1000/1 0 0 0
01 00]l0 1 0 0
AB_O()IO 0 0 1 o_I4
111 1) \-1 -1 -1 1

donc on peut en déduit que .



Exercice 21. Dans R?*, déterminer le rang des familles de vecteurs suivantes :
1. (u,v,w) avec u = (1,1,1,1), v =(1,—-1,1,—1) et w = (1,0,1, 1).
2. (u,v,w,z)avec u = (1,1,0,1), v = (1,-1,1,0), w = (2,0,1,1) et z = (0,2, —1, 1).
Solution.

1. La matrice de (u,v,w) dans la base canonique de R* est

M =

—_ = = =
—_
— = O

Cette matrice a le méme rang successivement que

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 =2 —1| Lo+ Ly—14 0 -2 -1 0 -2 -1
0 O 0 | Lyg<+ Ly— L, 0 =2 0 | L3+ Ly 0 O 1 L3+ Ls— Lo
0 -2 0 Ly« Ls— L, 0 0 0 0 0 0

Il y a trois pivots donc le rang de M est 3 et ainsi le rang de | (u, v, w) est égal a 3|.

2. La matrice de (u,v,w,z) dans la base canonique de R? est

1 1 2 0
1 -1 0 2
M= 0 1 1 -1
1 0 1 1

Cette matrice a le méme rang successivement que

1 1 2 0 1 1 2 0
0 =2 —2 2 | Ly« L,—1I, 0 —2 —2 2
0 1 1 -1 0 0 0 0fLs« Ly+ 3L
0 -1 -1 1 L4<—L4—L1 0 0 0 0 L4%L4—%L2

Il y a deux pivots donc le rang de M est 2 et ainsi |le rang de (u, v, w,x) est égal a 3|.

Exercice 22.
1. Soit P € R[X]. Montrer que si, pour tout réel z, P(e*) = 0 alors P est le polynéme nul.

2. Pour tout k£ € N, on note f, : x — . Déduire de la question précédente que, pour
tout n € N, la famille (fo, f1, ..., fn) est une famille libre de .# (R, R).

3. Conclure que .Z (R, R) n’est pas de dimension finie.

Solution.

1. Supposons P # Og|x] et notons n le degré . Alors, comme exp est strictement croissante
sur R, e < e! < ... < ¢e™ donc les n+ 1 nombres e* pour k € [0, n] sont tous distincts. De
plus, par hypothese, ce sont des racines de P donc P a un nombre de racines strictement
supérieur a son degré, ce qui est absurde. On conclut donc que ‘P est le polynome nul ‘

n

2. Soit n € N et ag, aq, ..., a, des réels tels que Z ay fr soit la fonction nulle. Alors, pour
k=0
tout réel z, are®™ =0 donc > ay, (¢”)" = 0. Ainsi, si on pose P = > ap X" € R[X],

k=0 k=0 k=0
pour tout réel z, P(e*) = 0 donc, d’apres la question précédente, P est le polyndéme nul

c'est-a~dire ag = a; = -+ - = a,, = 0. Ainsi, la famille | (fo, f1, ..., fn) est libre|.




3. Supposons que .Z (R, R) soit de dimension finie et notons n sa dimension. Alors, (fo, f1, .-, fn)
est une famille de vecteurs de .#(R,R) contenant n + 1 vecteurs donc, par propriété,
elle est liée, ce qui contredit le résultat de la question précédente. Ainsi, on conclut que
Z(R,R) n’est pas de dimension finie |

Exercice 23. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n et B = (ey, ea, ..., e,,) une base de E.
Pour tout ¢ € [1,n], on pose f; =e; + e+ -+ e;.
Montrer que B' = (f1, fa, ..., fn) est une base de E.

Solution. Comme B’ est de cardinal égal a la dimension de E, il suffit de montrer que cette
famille est génératrice. Or, la matrice de B’ dans la base B est

S T |
0 1

M =
: R |
0 - --- 0 1

Cette matrice est triangulaire supérieure et tous ses termes diagonaux sont égaux a 1 donc il y
a n pivots et ainsi rg(M) = n. Des lors, rg(B') = dim(Vect(B’) = n donc B’ est génératrice et,

par suite, \B’ est une base de £/ ‘

Exercice 24. Soit E¥ un K-espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer
que F'U G est un espace vectoriel si et seulement si FF C G ou G C F.

Solution. Supposons que F'U G soit un espace vectoriel et que F' ne soit pas inclus dans G.
Alors, il existe f € F tel que f ¢ G. Soit g € G. Alors, f € FC FUG et g € G C FUG donc,
comme F'U G est un espace vectoriel, f +¢g € FFUG. Ainsi, f + g appartient a F ou a G. Si
f+g € G alors il existe ¢ € G tel que f+g= ¢ donc f =g — g. Or, G est un espace vectoriel
donc, comme g et ¢’ appartiennent a GG, g — ¢" aussi donc f € G, ce qui contredit I'hypothese.
Ainsi, f+ g € F donc il existe [ € F tel que f+ g = f’ et donc, de méme, g = f'— f € F. On
a donc montré que tout vecteur de g de GG appartient a F' donc G C F'. Ainsi, on a bien montré
que si F'U G est un espace vectoriel alors F'C G ou G C F.

Réciproquement, si F' C G alors F'U G = G est un espace vectoriel et si G C F' alors
F UG = F est un espace vectoriel.

Finalement, on conclut que| F'U GG est un espace vectoriel si et seulement si f C G ou G C F'|.




