TB2 vendredi 6 mars 2026

Mathématiques :
Méthodes de calcul et raisonnement

Durée : 2 heures

L’usage d’une calculatrice est interdit pour cette épreuve.

Chaque candidat est responsable de la vérification de son sujet d’épreuve : pagination et
impression de chaque page. Ce contréole doit étre fait en début d’épreuve. En cas de doute, il doit
alerter au plus tot le chef de centre qui controlera et éventuellement remplacera le sujet.

Si, au cours de l’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a
€té amené a prendre.

Les trois exercices sont indépendants.

Exercice d’algébre

On considére la matrice A = <? g) appartenant a .Z>(R).

1. a. Déterminer les valeurs propres de A. Ces valeurs propres seront notées \; et Ay avec
AL > Ao
b. Déterminer une base de chaque sous-espace propre de A.

(M O
c. OnposeD-(0 /\2>.

Déterminer une matrice inversible P appartenant a .#(R) telle que D = P~'AP.
d. Déterminer P~

2. Soit x, y, z et t des réels et N = (ﬁ ?;)

a. Dans cette question, on suppose que N? + N = D.
i. Montrer que ND = DN et en déduire que y = z = 0.

2
. . r+x =06
ii. Calculer N2 + N et en déduire que
+t=2
iii. En déduire les quatre valeurs possibles pour la matrice N, que I'on notera Ny, No,
N3 et N4.

On admet que, réciproquement, les quatre matrices Ny, Ny, N3 et N, vérifient 'égalité
N2+ N =D.
3. a. Soit M € .#>(R) et N la matrice définie par N = P~!M P. Montrer que M?+M = A
si et seulement si N2+ N = D.
b. En déduire 'ensemble des matrices M € #,(R) telles que M* + M = A. On

exprimera ces matrices a ’aide de N;, Na, N3, Ny, P et P! sans chercher a les
calculer explicitement.



Solution.
1. a. Soit A € R. Alors,

/\ESP(A)<:>det(A—)\]2):()(:>det(5I>\ 33)\):0

= BG-ANXxB=-N)=-1x3=0<=15-5A-31+X-3=0
= AN -8\+12=0

Le discriminant du trinome X?—8X +12 est A = (—8)?—4x1x12=64—48 =16 > 0
donc ce trindme admet deux racines réelles :
—(—8) +V16

Alzf 6 et /\1:#:2_

Ainsi, | Sp(A) = {6,2}|.

b. Soit (z,y) € R? et X = <z) Alors,

<— 1z =3y

AX =6X «— (5x+3y:6x) <:>{_I+3y:0

r+ 3y = 6y xr—3y=0

Ainsi, Bg(A) = { (35) ‘ y € R} i.e. Eg(A) = Vect (G)) Comme G) + (8), on

en déduit que ((?)> est une base de Fg(A) |

De méme,

AX =2X <= (5x+3y:2x) — 57+ 3y =0
T+ 3y =2y r4+y=0

Ainsi, Ey(4) = { (_xx) v e R} f.e. Ea(A) = Vect ((_11)) Comme (_11) + (8)

on en déduit que ((_11)) est une base de Fy(A) |

c. Comme A est une matrice carrée qui admet deux valeurs propres distinctes, A est

diagonalisable et | A = PDP~! avec D = (6 O) et P = (3 ! ) .

0 4 1 -1

1 /-1 —
d. Le déterminant de P est det(P) =3 x (=1)—1x1= —4 donc P! = — < : 1)

—4
. 1/1 1
soit P_Z<1 _3).
2. a. 1. Comme D=N?+ N, ND=N(N?+N)=N3+N?=(N?+ N)N = DN donc

ND = DN | Or,
_(x y\ (6 0\ [6x 2y _ (6 0\ [z y\ [(6x 6y
ND(Z t) (0 2><6z 2t> ot DN(O 2> <z t)(Qz Qt)

donc 2y = 6y et 62 = 2z donc 4y =0 et 42 =0 i.e. .




11.

1i1.

Deés lors, N = (:v 0) donc N est diagonale et ainsi

0 ¢
2 2
9 _(x* 0 r 0y (x*+x O
N +N“(O ﬁ) +’(0 t) _’( 0 ﬁ-+t>'

2 =6
Or, N? + N = D donc on conclut que {x i

t?4+t=2

On en déduit que z? + = — 6 = 0. Le discriminant du trinome X? + X — 6 est
A=1%2—-4x1x(—6)=25> 0 donc ce trinéme posséde deux racines réelles :

_ —1-+/25 _ o1V

S D L E o

donc z € {—3,2}.
De méme, on a t> +t — 2 = 0. Le discriminant du trinéme X2 + X — 2 est
A=12-4x1x(=2)=9> 0 donc ce trindme posseéde deux racines réelles :

1o

—1 9
tl— = -2 et tg_izl

2% 1 o 92x1

donc t € {—2,1}.
Ainsi, on conclut que les valeurs possibles pour N sont

-3 0 —3 0 2 0 2 0
w (0 5) e () e (6 B) e 1))

b. Comme N = P"'MP, M = PNP~! donc

M?*+ M =A<+ (PNP )2+ PNP ' =A< PNP'PNP '+ PNP ' = A

< PNLNP !4+ PNP'=A«= PN?P '+ PNP'=A
<= P(N*+ N)P'=A<= N>+ N=P'AP

Or, A = PDP7! donc D = P~ 'AP et ainsi on conclut que M? + M = A si et
seulement si N? + N = D.

c. On déduit des deux questions précédentes que M? + M = A si et seulement si

p-

est

YMP € {Ny, No, N3, N} donc 'ensemble des matrices M telles que M? + M = A

{PN,P~', PN,P~', PN;P~', PN,P7'}|




Exercice d’analyse

Dans tout l'exercice, on considére la fonction f définie sur |—1; +o00[ par

Ve € ]-1;400[ f(z)=1In(1+ ).

On admet que f est dérivable sur |—1;4o0].

On note €7 la courbe de f dans un repére orthonormé (O 7, ])

-

1. a. Calculer, pour tout réel z, f'(z) et en déduire les variations de f sur |—1;+o0].

b. Déterminer les limites de f en —1 et en +oo.

Calculer, a I'aide d’une intégration par parties,

I:/Olf(:c)dx.

Indication. On remarquera qu’une primitive de x — 1 sur |—1;+o0[ et z — 1+ x.

. On consideére la fonction g définie sur |—1;+oo[ par g(z) = f(z) — .

a. Calculer ¢(0).
b. Déterminer les variations de g sur |—1; +o0].

c. Déduire des deux questions précédentes que, pour tout x € |—1;+oo[, f(z) < x avec

égalité si et seulement si x = 0.

Dans toute la suite de I’exercice, on pourra utiliser le résultat de la question 3.c..

4. a. Déterminer I’équation réduite de la tangente 7" a la courbe € au point d’abscisse 0.

b. Déterminer la position relative de € et de T sur |—1;+o0].

5. On considére la suite (u,,) définie par ug = 1 et, pour tout n € N, u, 11 = f(u,) i.e.

n—+oo
Solution.
1
1. a. |Pour tout réel z > —1, f'(z) = ! Or, pour tout = > —1, x + 1 > 0 donc
x
f'(xz) > 0. Ainsi, | f est strictement croissante sur |—1; +oo[|.
b. Comme lim z+1=0et lim In(X) = —oo, par composition, | lim f(z) = —o0|.
z—1 X0 z——1
Deméme, lim z+1 = +ocet lim In(X) = +oo donc, par composition,| lim f(x)
T—+400 X—+oc0 T—+00

Vn eN Upt1 = In(1 + uy,).

On admet que la suite (u,) est bien définie sur N.

a. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, 0 < u,, < 1.
b. Montrer que (u,) est décroissante.

c. Justifier que (u,) est convergente et déterminer sa limite.
d. Montrer que u,11 ~ u,.

+00|.




2. Considérons les fonctions u: z — 1+ z et v : x — In(1 + ). Ces deux fonctions sont

de classe €' sur |—1;+oo[ avec v/ : t — L et v/ 1z +—>

. Ainsi, en intégrant par
+x

parties,

donc |/ =2In(2) — 1|

I:[(1+x)ln(1+x)](1)—/01(1+x)>< 11 dx:2ln(2)—0—/011d:c

+x

. Par définition, ¢(0) = f(0) — 0 = In(1) donc |g(0) = 0|

. La fonction g est dérivable sur |—1;+oo[ comme somme de fonctions dérivables et,
pour tout réel ©z > —1,

1 1_1—(1+I) —x

g'(z) = f(z) -1

:1+m 1+=z :1+x'

Or, pour tout réel x > —1, 1 + x > 0 donc le signe de ¢'(z) est le signe de —z. Ainsi,
¢'(z) = 0 pour tout x € |—1;0] et ¢'(z) < 0 pour tout x € [0;+o0[. De plus, ¢’
ne s’annule qu’en 0 donc on conclut que g est strictement croissante sur [—1;0] et
strictement décroissante sur [0 ; +00].

. Dés lors, g atteint son maximum sur |—1;+o0[ en 0 et ce maximum vaut g(0) =0
done, pour tout z > —1, g(z) < 0i.e. f(z)—x < 0soit f(x) < z. De plus, g n’atteint
son maximum qu’en x = 0 donc 1’égalité n’est vraie que pour x = 0.

Ainsi, | pour tout x > —1, f(x) < x avec égalité si et seulement si z = 0.

1
. L’équation réduit de T est y = f'(0)(x — 0) + f(0). Or, f'(0) = 150 =1et

f(0) =1In(1+0) = 0 donc ’T a pour équation réduite y = x ‘

. On a vu en question 3.c. que, pour tout z > —1, f(z) < = donc on déduit de la

question précédente que |1 est au-dessus de Cy sur |—1; +o00[|.

. Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) : « 0 < u, < 1».

Initialisation. uy = 1 donc 0 < uy < 1 et ainsi P(0) est vraie.

Héreédité. Soit n € N. On suppose que P(n) est vraie. Alors, 0 < w, < 1 dong,
par croissance de f sur |—1;4o00[, f(0) < f(u,) < f(1) ie. 0 < upyy < In(2). Or,
In(2) < 1donc 0 < upyq < 1ie P(n+1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que

VneN, 0<u, <1

. Pour tout n € N, w,1—u, = f(u,)—u, = g(u,) < 0d’apres 3.c. donc | (u,) est décroissante |.

. La suite (u,) est décroissante et minorée par 0 donc, par le théoréme de la limite

monotone, | (u,) converge vers un réel £ > 0|. De plus, f est continue (car dérivable)

sur [0; +oo], donc lil}rl flun) = f(£) ie. lirf Unt1 = In(1 + ¢). Mais, par ailleurs,
n—-+00 n—-+00o
lirf Upt1 = lirf u, = ¢ donc, par unicité de la limite, f(¢) = ¢ ie. f({) =€ =0
n—-+00 n—-+0o0

soit g(¢) = 0. On déduit alors de la question 3.c. que ¢ = 0. Ainsi, | lim wu, = 0|

n—-+00

. Comme u, —— 0, In(1+w,) ~ wu,ie [u,p1 ~ uy,
n—-+00 n—-+o0o n—-4o0o




Exercice de probabilités

On suppose que 1'on dispose d’'un stock illimité de boules rouges et de boules blanches
indiscernables au toucher.

Une urne contient initialement une boule rouge et une boule blanche indiscernables au
toucher.

On effectue dans cette urne une succession d’expériences aléatoires selon le protocole suivant :
on extrait une boule de I'urne et, aprés chaque tirage, la boule tirée est remise dans I'urne et on
ajoute dans I'urne une boule de la méme couleur que la boule tirée.

Pour tout entier n > 1, on note X, la variable aléatoire égale au nombre de boules rouges
contenues dans 'urne a l'issue de la n-éme expérience, c’est-a-dire aprés le tirage de la n-éme
boule et la remise d’une boule supplémentaire.

Pour tout entier £ > 1, on note Ry (respectivement By) I'événement : « tirer une boule rouge
(respectivement blanche) lors du k-iéme tirage ».

1. a. Justifier que X;(2) = [[1,2]. Reconnaitre la loi de X et en déduire E(X}).
b. Exprimer les événements (Xy = 1), (X2 = 2) et (X2 = 3) en fonction des événements
By, By, Ry et R,.
c. Montrer que X, suit la loi discréte uniforme sur [1,3]. En déduire E(X5).
2. a. Donner sous forme de tableau la loi conjointe du couple (X7, X5).

b. Calculer la covariance de X; et X,. Les variables aléatoires X; et X, sont-elles
indépendantes 7

3. Pour tout entier n > 1, exprimer ’événement (X,, = 1) en fonction des événements By,

By, ... B,.
1
4. Montrer que, pour tout n € N*, P(X,, = 1) = 1 De méme, calculer, pour tout
n
ne N P(X,=n+1).
5. Soit n € N*.

a. Etablir, pour tout entier k € [2,n + 1], les égalités suivantes :

k—1 n+2—k

b. En déduire, pour tout k € [2,n + 1], une relation entre P(X,, .1 = k), P(X,, = k) et
P(X,=k—-1).

c. A T'aide d’un raisonnement par récurrence, montrer que, pour tout entier n > 1, la
variable aléatoire X, suit une loi discréte uniforme sur [1,n + 1].

Solution.

1. a. Au premier tirage, soit on tire une boule rouge et, dans ce cas, on remet cette boule
accompagnée d’une autre boule rouge dans I'urne donc X; = 2 soit on tire une
boule blanche et, dans ce cas, il reste dans 'urne la boule rouge initial donc Xj.

1
Ainsi, | X7(Q) = {1,2} |. Par équiprobabilité des tirages, P(X; = 2) = P(R;) = 5
1 142
et P(X; = 1) = P(By) = 5. Ainsi, [X; = 2 ([1,2])] et donc E(X;) = % ie.
3

b. On a les égalités suivantes : | (Xy = 1) = By N By |, | (Xo = 2) = (R N By) U (B N Ry)
et (XQI?)):leRQ .




c. Apreés 2 tirages, on a ajouté 0, 1 ou 2 boules rouges dans I'urne donc X5(2) = {1, 2, 3}.

De plus,
1 2 1
P(X,=1) = P(B, B) = P(B)P(By | B) = L x - = |
P(Xy; =2)=P(R1 N By) + P(B; N Ry) (car Ry N By et Ry N By sont incompatibles)
= P(R)P(B; | B1) + P(B1)P(Ry | By)
VSR N
273 273 3
1 2 1
P@bi@ZPGﬁﬂEﬁ:P@JﬂRﬂRQ:§ 5=3
o 341
Ainsi, | Xy — 2 ([1,3]) | On en déduit que E(X,) = 5 Le. |E(Xy) = 2|
2. a. La loi conjointe de (X7, X3) est donnée par le tableau suivant :
X1 :
X, 1 2 Loi de X,
T[0!
IR RN
s o] !
Toide X; | £ | 2 1

b. Par le théoréme de transfert pour le produit,

2 3
E(X1Xp) =) ) ifP(X) =i, X, = j)

=1 j=1
1 1 1 1
:1X1X§+1X2X6+1X3X0+2X1X0+2X2X6+2X3X§
_10
3

donc, par le formule de Kénig-Huygens,

3
Cov(X1, Xz) = E(X1Xy) — E(X1)E(Xy) = 5 5 X2

1
donc COV(Xl,XQ) = g .
Comme Cov (X, Xy) # 0, ‘Xl et X5 ne sont pas indépendantes ‘

3. L’événement (X, = 1) est réalisé si et seulement les n premiéres boules tirées sont
blanches donc | (X, =1) =B NByN---N B, |

4. Par la formule des probabilités composée, on en déduit que, pour tout n € N*,

P(X,=1)=P(B)P(By | B1)P(B3 | BINBy)---P(B, | BiN BN -+ By, 1)

1 2 3 n
— — X = X -+ X
2 3 4 n+1
d P(X 1) !
onc n=1)= )
n+1
De la méme fagon (X,, =n+1) = Ry N RyN---N R, et, le méme calcul conduit a
1

P(Xn:n+1):n+1.




5. a. Soit k € [2,n+1]. Sil'événement (X,, = k— 1) est réalisé alors au moment du (n+1)-
éme tirage, 'urne contient contient £ — 1 boules rouges et (n+1) — (k—1) =n+2—k
boules blanches. Dés lors, par équiprobabilité des tirages, la probabilité de tirer une

— 2—k
boule rouge est 5 et la probabilité de tirer une boule blanche est HT Par
n
suite,

k—1 n+2—k

P(Xppu=h|Xo=k-1)="—0 o  PXun=k|X,=h)=— "=

b. Soit k € [2,n 4 1]. Comme ((X,, = ))icp1,n+1] €St un systéme complet d’événements,
par la formule de probabilités totales,

n+1

P(Xpp =k)=> P(X,=i)P(Xpn =k| X, =1).
=1

De plus, pour qu’il y ait k& boules rouges dans I'urne aprés le (n + 1)-éme tirage, il

faut qu’il y ait soit £ — 1 boules rouges soit k£ boules rouges au moment du tirage
donc, pour i ¢ {k — 1,k}, P(X,,41 = k| X,, = i) = 0. Ainsi,
PX,1=k)=PX,=k-1)P(X,1 =k | X, =k—1)+P(X,, = k)P(X, 11 =k | X,, = k)

donc

1 _
k P(X, —k—1)4 T2k K
n -+ 2

P(Xn+1 - k) -

— P(X, =k)|
n+ 2 ( )

c. Considérons, pour tout n € N*, la proposition P(n) : « X,, = Z ([1,n + 1]) ».
Initialisation. On a vu que X; suit une loi uniforme sur [1,2] donc P(1) est vraie.
Hérédité. Soit n € N*. Supposons que P(n) est vraie. Alors, pour tout ¢ € [1,n+ 1],

1
P(X,=1)= ——r Remarquons qu’aprés le (n + 1)-éme tirage, il y a n + 3 boules

dans I'urne donc X,,(Q2) = [[1,n + 2]. Dés lors, par la question précédente, pour tout
ke [2,n+1],

1 k—1 1 n+2—k 1 E—14+n+2-%k

P(X,.1=k) = X X = X
(Xns1 =) il nt2 el n+2 n+ 1 n+ 2
1 n+1_ 1

n+1 n+2 n -+ 2

1
De plus, par la question 4., P(X,,1) =1 =P(X,,1 =n+2) = —— donc, pour
n

1
tout k € [1,n+ 2], P(X,11 =k) = ) et, ainsi, X, 11 = Z ([1,n +2]).
n

Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que

Vne N X, —%Z([1,n+1])|

Fin du sujet



