TB2 vendredi 7 novembre 2025

Devoir surveillé n°2
Durée : 1 heure

L’utilisation d’une calculatrice ou de tout document est interdite.

Exercice 1. Déterminer, en argumentant, les limites suivantes.

. In(z) ) . x . x
o321 . P+ 2r—1 . sin(z) . sin(x)
L S L
Solution.
In(x)

a) Par croissances comparées, | lim =0

T—>+00 1'2

b) Par croissances comparées, lir% xln(x) =0
T—

c) Par croissances comparées, | lim ze®=0]|.
T—r—00

d) lim e”= +oo donc, par produit, | lim xe®= +o0|.

r—r—+00 r—r—+00
3 3 3
> +2r—1 x . 42z -1 )
e) Comme —— ~ — ~ 1z, lim ————— = lim =z donc on conclut que
332 T—>+00 x2 T—>+00 T—>+00 1‘2 T—>+00

. o +2r+1

lim N = +00|
T—+00 €T
f) D’une part, par continuité des fonctions polynémes en 0, hIT(l] 2% +2x — 1= —1. D’autre
T—
34 2r—1 B

—0OQ |

part, lim 22 = 0% donc, par quotient, | lim
z—0 T—+00 ;1;'2

g) Pour tout réel z, —1 < sin(z) < 1 donc, en divisant par 22 + 1 > 0,
i 1 —1 1
sin(z) < o,
241 " 2?2+1

sin(x)
ment, | lim =
z——oco 2 4+ 1

<

2 4+ 1

lim = lim
z—+—oco 12 + 1 z—+—oco 2 + 1

= 0 donc, par le théoréme d’encadre-

sin(z)

h) La fonction 2 — . est définie sur R (car, pour tout réel x, % + 1 # 0) et continue

2+

sin(x sin(0
sur R comme quotient de fonctions continues donc | lim (z) = 0) =0
a—0x2+1 0241

Exercice 2. Dans chacun des cas suivants, calculer la dérivée de f sur /. On ne demande pas
de justifier que les fonctions sont dérivables.

a) fror—at I=R b) froxr— Vo +2, I=]-2;00]
1

c) f:x+——sin(3z), =R d) f:x+——, =R}
T

e) f:xr—In(2*+1), I=R f) f:o— (3—22)*, I=R

1.2
: 2¢7" =R h) f: —~—, I-R
§) froate ) froes S
1
i) fror— ———, IT=]1;4+00| j) f:x+— arctan(z?), I =R

xln(z)’



Solution.

a) Pour tout réel x, f'(x) = 4a3.
1
b) Pour tout z € I, f'(x) =
) Pour tout z f'(x) W
c) Pour tout réel z, f'(z) = 3 cos(3x)
1
d) Pour tout z > 0, f'(z) = =
2
e) Pour tout réel z, f'(z) = o i .
f) Pour tout réel z, f'(x) =4 x (=2) x (3 —21)3 = —8(3 — 2z)*
g) Pour tout réel z, f'(z) =2re "+ (—e ®) =z(2—x)e "

h) Pour tout réel z,

B 2re® (e 41) —e® x2xe® B 2re® (e 41 —e %)

CEnY: (1P
o 2we
donc f'(z) = e 1) 1
i) Pour tout réel z, f'(z) = . I(I;(EI)<;; & 22(1?(;;)12
2z

j) Pour tout réel z, f'(x) = 2x x

m i.e. f/(ZE) = 1—{—:]}4

Exercice 3. Soit f la fonction définie sur R par :

4
VeeR, f(zx)= T or

On admet que f est dérivable sur R et on note €% la courbe de f dans un repére du plan.

1. a. Déterminer la limite de f en —oo.
La courbe % admet-elle une asymptote en —oo ? Si oui, donner son équation.
b. Déterminer la limite de f en +oo.
La courbe ¢y admet-elle une asymptote en +oo 7 Si oui, donner son équation.
2. a. Calculer la dérivée de f et déterminer, pour tout réel z, le signe de f’(x) en fonction
de z.
b. Dresser le tableau de variation de f, en faisant apparaitre les limites précédentes.
c. Justifier que f réalise une bijection de R dans un intervalle & préciser puis déterminer
la bijection réciproque de f.

3. On considére la fonction g définie sur R par :
Ve eR, g(z)=(zr—2)(e”+1)+4.

On admet que g est deux fois dérivable sur R.

a. Calculer ¢’ puis ¢".

Déterminer les variations de ¢’ puis le signe de ¢'.

En déduire les variations de g puis le signe de g.

Déterminer 1’équation réduite de la tangente 7" & la courbe % au point d’abscisse 0.

@ o T

En utilisant le signe de g, étudier les positions relatives de € et T'.

Solution.

1. a. Comme lim e®=0, lim 1+ e®=1 donc, par quotient, | lim f(x)=4|
T——00 T——00 T——00

On en déduit que la droite d’équation y = 4 est asymptote horizontale a la courbe €%
au voisinage +00.



b. Comme lim e®= 400, lim 1+ e”= 400 donc, par quotient, | lim f(z) =0/
T—+00 T—+00 T—+00

On en déduit que la droite d’équation y = 0 (i.e. 'axe des abscisse) est asymptote
horizontale a la courbe € au voisinage +o0.
4e”

. a. Pour tout réel z, f'(z) = A enr Pour tout réel z, e*> 0 et (1 +e¥)? > 0 donc
e
f'(z) <0.
b. On en déduit que f est strictement décroissante sur R. On aboutit donc au tableau
suivant :
x —00 +00
4
Variation

de f

0

c. La fonction f est continue (car dérivable) et strictement décroissante sur R. De plus,

lir}rq f(z) =0et lim f(z) =4 donc, par le théoréme de la bijection continue, f
T—r+00 T—r—00 4

réalise une bijection de R sur ]0;4].
Soit y € ]0;4[. Alors, pour tout réel x,

= — Yy = — y(1 =4
y=f(x) Y= e y(l+e®)
4 4
= lte’'=—-—<¢=e'=-—-1
y#0 Yy Yy
4 —
¢:>e%:——ﬂ
Yy

4 —
Or, comme 0 <y < 4,4 —y >0 et y >0 donc, par quotient, —= > 0. Ainsi,
Y

4 —
yzg(I){z}len(—y)
)
Ainsi, la bijection réciproque de f est
7t 104 — R

(4—x)
s — ln
s

J@)=1x(e"+1)+ (x —2) xe®=e"+1 +xe”—2e”

. a. Pour tout réel z,

donc |¢'(x) = xre®—e®+1|
Pour tout réel x,

§"(x)=1xe"+re®—e”

donc | ¢"(z) = ze®|

b. Pour tout réel z, e*> 0 donc le signe de ¢”(x) est le signe de z. Ainsi, ¢"(z) < 0
pour tout z € R_ et ¢”(x) > 0 pour tout z € R, donc ¢’ est décroissante sur R_ et
croissante sur R .

Dés lors, g atteint en 0 un minimum global sur R. Or, ¢'(0) = 0 — 1+ 1 = 0 donc,

pour tout réel z, ¢'(z) = 0.




c. On en déduit que | g est croissante sur R ‘ Or, g(0) = —2 x 244 = 0 donc la fonction

g est négative sur R_ et positive sur R ‘

d. L’équation réduite de T est

4

y='(0)(x —0)+ f(0) = _%x 3

e. Pour tout réel zx,

+x_2:4+(x—2)(1+ex) _ g(x)

_(_ 2) — = )
fl@) = (- +2) 1+e” 1+e® 1+e®

Or, pour tout réel z, 1 +e*> 0 donc le signe de f(z) — (—x + 2) est le signe de g(z).
Ainsi, f(z) — (—x +2) < 0 pour tout x € R_ et f(x) — (—x +2) > 0 pour tout
x € Ry.

On conclut que | €} est en dessous de 7" sur R_ et au-dessus de 7" sur R, |.




