TB2 samedi 12 septembre 2025

Devoir surveillé n°1
Durée : 3 heures

L’utilisation d’une calculatrice ou de tout document est interdite.
Toute sortie anticipée est interdite.

Exercice 1. On considére la suite (u,),en+ définie par :

n+1
u; = = et, pour tout n € N*, w1 =
3 3n

1. Calculer uy et ug. Les résultats seront donnés sous forme de fractions irréductibles.

Up, -

2. Montrer par récurrence que :
Vn e N*,  u, > 0.

3. a. Etudier le sens de variation de la suite (u,)nen-.
b. En déduire que la suite (u,),en+ est converge vers un réel /.
c. En déterminant la limite de la suite (u,,1) de deux facons différentes, déterminer la
valeur de .

4. On pose pour tout, n € N*,

un

Uy = —.

n

a. Montrer que la suite (v, )nen+ est géométrique. Préciser sa raison et son premier terme.

b. En déduire, pour tout entier naturel non nul n, une expression explicite de v,, puis de
u,, en fonction de n.

5. Pour tout n € N*, on pose
n
Sn = Zﬂk.
k=1

a. Déterminer, pour tout n € N*, une expression explicite de .5,, en fonction de n.
b. Déterminer la limite de (.S,,).

Solution.
1. Par définition, us = u14q = ;:1 X up donc |ug = g et us = 3:; X Uy donc |ug = g )
2. Considérons, pour tout n € N*| la proposition P(n) : « u, > 0 ».
e Initialisation. Comme u; = = > 0, la proposition P(0) est vraie.
e Hérédité. Soit n € N*. Supposons que P(n) est vraie. Alors, u,, > 0. De plus, comme
n € N* n>0doncn+1>0et3n>0. Ainsi, par quotient et produit, nt 1un > 0 i.e.

Ups1 > 0. Dés lors, u,41 > 0.
e Conclusion. Par la principe de récurrence,

pour tout n € N*, u,, > 0|




. Soit n € N*. Alors,

n+1 n+1-—3n 1—n
Up — Uy = Uy = Uy
3n 3n 3n

Up+1 — Up =

Or,n € N"donc 1 —n < 0 et 3n > 0. De plus, grace au résultat de la question

—n
précédente, u,, > 0 donc, par quotient et produit, 3—un <0ie Uy —u, <O0.
n

On conclut que la suite | (u,)nen+ est décroissante |.

. La suite (u,,) est décroissante et minorée par 0 donc, d’aprés le théoréme de la limite

monotone, | (u,) converge vers un réel £ |.

n+1 n 1

. D’une part, lim wu,,; = lim wu, = { et, d’autre part, ~ — ~ = donc
b 17 n—)—zll-oo +l n—+o0o 1 P 1 3n 3n 3
n n
lim REL donc, par produit, lim + u, = —/{. Ainsi, par unicité de la
n—+oo 3N 3 n—+oo 3N 3

1 2
limite de (un1), £ = 20 done 20 =0 ie. [£=0]

. Soit n € N*. Alors,

Upi1  Bu,  nt1 1 1 1w, 1
Upt1 = = = X Up = —Up = = X — = =0,,.
n+1 n+1 3n n—+1 3n 3 n
Ainsi, | (v,,) est une suite géométrique de raison 3t Son premier terme est v; = %
i 2
soit v = § .
) . ) 1 n—1
. On en déduit que, |pour tout n € N*, v, = 33 . Or, pour tout n € N*, u,, =
) 1 n—1
nv, donc |pour tout n € N*, u,, = ?n <§> )
. Soit n € N*,
5 _Z”:2<1>’“‘1 2 & (1)’“‘1 2"‘1(1)j 2X1—(§)" 2 1
= S \3 3o \3 J:713j:0 3) 4. 3 1—3 3 3

1 n
d Sp=1—(=] |
onc <3>
1

p 1 "
. Etant donné que 3’ <1, <—> —— 0 donc, par différence, | S,, —— 1|.

3 n—-4o00 n—-4o0




Exercice 2.
Partie A. — Puissance d’une matrice

On considére les matrices M = G _Ol), P = <‘; (1)) et D = (1 0 >
2

Montrer que P est inversible et calculer P~

1. a.
b. Montrer que M = PDP~!.

2. a. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a : M™ = PD"P~1
b. Pour tout n € N, donner les quatre coefficients de D™.
c. Déduire des questions précédentes que, pour tout entier naturel n, on a :

1 3 0

=5 lomaly aCy)

Partie B. — Etude d’une expérience aléatoire

On considére deux urnes U et V' contenant chacune deux jetons, 'un portant le numéro 0 et
I’autre portant le numéro 1. On procede a des échanges successifs de jetons. Plus précisément,
lors de chaque étape, on choisit au hasard un jeton dans U et un jeton dans V' et on les échange
d’urne.

Par exemple, si lors du premier échange, on choisit le jeton 0 dans I'urne U et le jeton 1 dans
I'urne V', alors apres leur échange, I'urne U contiendra deux jetons 1 et I'urne V' deux jetons 0.

Pour tout entier naturel n, on considére les événements :

e A, : «alissue de n échanges, 'urne U contient deux jetons 0 »,

e B, : «alissue de n échanges, I'urne U contient un jeton 0 et un jeton 1 »,

e (), : «alissue de n échanges, l'urne U contient deux jetons 1 »,
et on note a,, b, et ¢, les probabilités respectives de A,,, B, et C,,. Au vu de la configuration
initiale, on a : ag = ¢cg = 0 et by = 1.

1. a. Montrer que a; = %. Calculer de méme b; et c;.

b. Soit n € N. Justifier que Py, (B,41) = 1. Calculer de méme Pp, (Bp11) et Po, (Bpi1).
En déduire, en utilisant la formule des probabilités totales, que :

1
bpi1 = a, + §b” +c,.

c. Montrer de méme que, pour tout n € N, on a :

1 1
Qpi1 = Zb" et cpp1 = an.

2. a. Soit n € N. Quelle est la valeur de a,, + b,, + ¢, ?
b. En déduire que, pour tout n € N, on a :

1
bn+1 - 1 - §bn

3. On pose, pour tout n € N,

a. Vérifier que, pour tout n € Nyon a: X,,,1 = MX,,.
b. Montrer que, pour tout n € N, on a : X,, = M"X,.



c. En utilisant le 2.c. de la Partie A, en déduire que, pour tout n € N, on a :
1 \"
b,==1{2 —= )
i+ (2))
d. Déterminer enfin, pour tout n € N, des expressions de a,, et ¢, en fonction de n.

Solution.
Partie A. — Puissance d’une matrice

1
1. a. Comme det(P) =3x1—2x0=3%#0,|P est inversible et P~ = §<1 0).

—2 3
L3 0\(1 0\_1(1 0
Por = (3 9) (o ) <5 (% 9)
1 1
3
1
3

b. On a

/l'\
(N}
w o
~—_

7\
w W
| o
rolwo

donc | PDP~L = M|,
2. a. Considérons, pour tout n € N, la proposition H(n) : « M™ = PD"P~! »
e Initialisation. D’une part, M° = I, et, d’autre part, PD'P~! = PLLP~! =
PP~ =0 donc H(0) est vraie.
e Hérédité. Soit n € N. On suppose que H(n) est vraie. Alors,

M™ = M"M = (PD"P~")(PDP~') = PD"(P"'P)DP~' = PD"I,DP' = PD"*' P~}

donc H(n + 1) est vraie.

e Conclusion. Par le principe de récurrence, | pour tout n € N, M™ = PD"P~1|.

b. Comme D est diagonale, pour tout n € N, D" = (10 (_Ol)n> ie. |D" = (1 01)n> .

c. Soit n € N. Alors,

w0 ) 8) =56 ) ()

1.e.

Partie B. — Etude d’une expérience aléatoire

1. a. Notons X; la variable aléatoire égale au numéro tiré dans I'urne U au premier tirage
et Y7 la variable aléatoire égale au numeéro tiré dans I'urne V au premier tirage. Alors,
A = (X; = 1)n (Y7 = 0) donc, comme ces deux événements sont indépendants,

1 1 1
De méme, B; = (X1 =0)N (Y1 =0)) U ((X; =1)Nn (Y; = 1)) donc, comme cette

union est disjointe, P(B;) = P((X; =0)N(Y; =0))+P((X1 =1)N (Y1 = 1)) et, par



1 1 1 1
indépendante, P(B;) = P(X; =0)P(Y, =0)+P(X; = 1)P(Y; =0) = 3 X §+ 3%3

soit | b; =

Enfin, C}
1

C1 = Z_l .
b. Si I’événement A,, est réalisé alors I'urne U contient deux jetons 0 et I'urne V deux
jetons 1. Ainsi, on échange nécessairement un jeton 0 de I'urne U avec un jeton 1 de

I'urne V au (n + 1)-iéme tirage donc, a l'issue de celui-ci, I'urne U contient un jeton 0

[l [ro] =

(X1 =0)N(Y; = 1) donc, par indépendance, on obtient, comme pour Ay,

et un jeton 1 i.e. B, est réalisé. On en déduit que |P 4, (B,11) = 1| Pour la méme

raison, on a également |Po (B,y1) = 1| Enfin, si B,, est réalisé alors la composition

1
des urnes est identique a celle de départ donc |Pg, (B,11) = P(B;) = 5t

Comme (A, By, c,) est un systéme complet d’événements, d’aprés la formule de
probabilités totales,

P(Bn-i-l) = P(An)PAn(Bn+1) + P(Bn)PBn (Bn-I-l) + P(Cn)PCn (Bn-I-l)

1
:anx1+bnx§+cnx1

1
donc |b,11 = a, + Ebn + ¢, |.

c. On a vu que si A, est réalisé alors B, se réalise de fagon certaine donc P4, (A,41) =
P, (Chi1) = 0. De la méme facon, Pe, (A1) = Pe, (Chy1) = 0. Enfin, si B,, est
réalisé, la composition des urnes est la méme qu’au départ donc P (A,41) = P(4;) =

1 1
—et Pp, (Chi1) = P(Cy) = —. Dés lors, en utilisant comme précédemment la formule

des probabilités totales, on en déduit que
P(An—f—l) = P(An)PAn (An—H) + P(Bn>PBn (An—l—l) + P(OH>PCn (An-i-l)

1
:an><0+bn><1+cn><0

1
donc |a,1 = Zb" et

P(Cn+1> - P(An)PAn (Cn-H) + P(Bn)PBn(On-i-l) + P(CN)PCn (Cn—i—l)

1
:an><0+bn><1+cn><0

donc |c,y1 = ibn .

2. a. Comme (A, B,, C,) est un systéme complet d’événements, P(A,)+P(B,)+P(C,) =1
i.e. ‘anern—i—cn = 1‘.

b. Soit n € N. On déduit de la question précédent que a,, + b, = 1 — ¢, donc, d’aprés le

1
résultat de la question 1.b., b,y =1 —0, + §bn ie by =1—=b,|

3. a. Soit n € N. Alors,

AR RN



b.

ie. | Xo = MX,|
La suite (X,,) est une suite géométrique de matrices colonnes de raison M donc on en
pour tout n € N, X,, = M"X, ‘

déduit que,

c. Ainsi, par le résultat de la question 2.c. de la Partie A, pour tout n € N,

Xi=3 (2 - 2?—%)” 3<—O%>") G) “ (2 * <1‘%>">

donc, en identifiant les coefficients d’indices 2,1, on obtient

1 1\"
VneN, by==(1+(-2) )|

D’apres le résultat de la question 1.c., pour tout n € N, a,11 = ¢,11. De plus,
ag = by = 0 donc, pour tout n € N, a,, = ¢,. Or, d’apreés le résultat de la question
2.a., pour tout n € N|

st (0 ()75 (5)

i.e., puisque a, = ¢,

On conclut donc que

Exercice 3. On pose, pour tout réel x de l'intervalle |—1; +oof :

f(z) = xzIn(1 + x).

On admet que la fonction f est dérivable sur lintervalle |—1;+o00], et que sa dérivée f’ est
également dérivable sur 'intervalle |—1; 400].
On note €7 la représentation graphique de f dans un repére du plan.

1. a.

Déterminer la limite de f en —1.
Que peut-on en déduire pour la courbe €% ?

b. Déterminer la limite de f en +oo.

. Calculer f’(z) pour tout réel = de I'intervalle |—1; +o0l.

Montrer que, pour tout réel x de l'intervalle |—1; 400/,

T+ 2

f(x) = Atar

c. En déduire les variations de la fonction f’ sur Uintervalle |—1; +o0].

. Calculer f’(0). En déduire le signe de f’(z) pour tout réel x > —1.

Dresser le tableau de variations de f sur l'intervalle |—1; 4o00].



4. On pose

b

C

d

Vérifier que :

N
—_

Vo € [0;1], L 14—
T+ x

2

1
En déduire la valeur de 'intégrale / dx.
0

r+1
Calculer I'intégrale 1.

5. On considére a présent la famille de fonctions (f;,)nen définies sur |—1; +oo[ par :

Vn e N*, Ve |-1;4o00[, folx)=2"In(l+z).

On pose alors, pour tout entier naturel n non nul,

1
[n:/o fn(z)dz.

a. Montrer que, pour tout entier n € N*,
Veel0;1], 0<z"In(l+2z) < 2"In(2).
b. En déduire que :
In(2)
VneN, 0<I,< )
" ST n4l
c. Déterminer la limite de la suite (I,),>1.
Solution.
1. a. Comme lim 142 =0et lim In(X) = —oo, par composition, lim In(1l + z) = —oc.
r——1 X—0 z——1
Ainsi, par produit, lim1 f(x) = 4ol
T——
On en déduit que la droite d’équation © = —1 est asymptote verticale a la courbe €%.
b. Comme lim 14z = +ooet lim In(X) = +oo, par composition, hrf In(l+z) =
T—>+00

1
. Pour tout réel x > —1, f'(x) = 1 xIn(14+2z)+z x |

T—+00 X —+00

+00. Ainsi, par produit, | lim f(z) = +o0|.

Tr——+00

ie.|f'(z) =In(1+2x)+ = |

+z 1+x
) 1 Ix(1+z)—zx1 l+z+142—2a .
Pour tout réel z, f"(z) = T2 TEE = TEE ie.
poN . T+2

Pour tout réel z > —1, z+2 > 0 et (1 +2)? > 0 donc, par quotient, f”(x) > 0. Ainsi,
1 est strictement croissante sur |—1; +oo[|.




. On a f'(0) = In(1) + 0 donc | f’(0) = 0|. Comme f’ est strictement croissante sur
]—1;+00], on en déduit que, pour tout = € |[—1;0][, f'(z) <0, que f'(0) =0 et que,

pour tout x € ]0;4o00[, f'(z) > 0.
. On aboutit donc au tableau de variation suivant :

T —1 0 +o0
signe
de f'(x) S
+0o0 “+00
Variation
de f
0
2

. Considérons les fonction v : z — 5 et v:x+— In(1+ z). Ces deux fonctions sont

de classe ¢! sur |—1;+oo[ avec v’ : x —> z et v/ : 1 — . Ainsi, en intégrant

1+
par parties,

x? ! L2 1 1 1 [t 22
=% xm@ -z dz=-In(2) —0— - dz.
[2xn(+xﬂo A > XT3 @) 2A T +ao"

Ainsi, on a bien

1 .2
Izln(Q)_l/ T e
0 I+1

. Pour tout réel x > —1,

I (@—-DE+1)+1 2*2-1+1

-1 —
v +.CE+1 r+1 r+1
donc
1+ 1 x?
T _
r+1 x+1

. Par linéarité de l'intégrale, on en déduit que

12 1 1 1 1
/ dx-/m—l—i— da:—/x—ldx—l—/
o 1 0 41 0 o T+1

— [$—2—$]0+[ln(m‘—|—l)]é—%—1—04’(1“(2)_@

dx

soit finalement

bog? 1
/0 $+1d:1::1n(2)—§.
In(2) 1 (1n(2) B 1) In(2) In(2) 1 1

_ -y = soit | T = —|
2 2 2 2 5 T 1

. Soit n € N* et z € [0;1]. Alors, 0 < z < 1 donc 1 < 1+ z < et, par croissance de
la fonction In sur ]0; 400, In(1) < In(1 + ) < In(2) i.e. 0 < In(1 + ) < In(2). En
multipliant cette double inégalité par 2™ > 0, on conclut que

. On conclut que [ =

0<z"In(l1+2) <2"ln(2)|




b. Soit n € N*. Par croissance de l'intégrale, il s’ensuit que

1 1 1
/ Ode < / z"In(1 + z)de < / 2" In(2) dzx
0 0 0

i.e., par linéarité,

1
0<1I, < ln(2)/ 2" da.
0

1 o+l 1t 1nt+1 1
Or, / 2t dr = { } = —0= donc on conclut que
0 o n+1 n+1

In(2
c. Comme lim n+ 1 = 400, par quotient, lim (2) = 0 donc, par le théoréeme

n—r+00 n—+oom + 1

d’encadrement, on déduit de la question précédente que | I, —+> 0
n—-+0o0




