TB2 samedi 12 septembre 2025

Devoir surveillé n°1
Durée : 3 heures

L’utilisation d’une calculatrice ou de tout document est interdite.
Toute sortie anticipée est interdite.

Exercice 1. On considére la suite (u,),en+ définie par :

n+1
3n

Uy = 3 et, pour tout n € N*,  w,,q = Uy,

1. Calculer us et us. Les résultats seront donnés sous forme de fractions irréductibles.

2. Montrer par récurrence que :
vn e N*, wu, > 0.

3. a. Etudier le sens de variation de la suite (u,)nen-.
b. En déduire que la suite (u,),en+- converge vers un réel /.
c. En déterminant la limite de la suite (u,41) de deux fagons différentes, déterminer la
valeur de /.

4. On pose, pour tout n € N*,
Unp,
Up = —.
n
a. Montrer que la suite (v,)nen+ est géométrique. Préciser sa raison et son premier terme.
b. En déduire, pour tout entier naturel non nul n, une expression explicite de v,, puis de
u,, en fonction de n.

5. Pour tout n € N*, on pose
n
Sn = Z’Uk.
k=1

a. Déterminer, pour tout n € N*, une expression explicite de .S,, en fonction de n.
b. Déterminer la limite de (.5,,).



Exercice 2.
Partie A. — Puissance d’une matrice

On considere les matrices M = (1 0 ), P = (3 0) et D = <1 0 )

1 -4 2 1

1. a. Montrer que P est inversible et calculer P!,
b. Montrer que M = PDP~*.

2. a. Montrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, on a : M" = PD"P~!,
b. Pour tout n € N, donner les quatre coefficients de D™.
c. Déduire des questions précédentes que, pour tout entier naturel n, on a :

a1 3 0
=5 (ol o)
Partie B. — Etude d’une expérience aléatoire
On considére deux urnes U et V' contenant chacune deux jetons, I'un portant le numéro 0 et
I’autre portant le numéro 1. On procede a des échanges successifs de jetons. Plus précisément,
lors de chaque étape, on choisit au hasard un jeton dans U et un jeton dans V' et on les échange
d’urne.
Par exemple, si lors du premier échange, on choisit le jeton 0 dans I'urne U et le jeton 1 dans
I'urne V', alors apres leur échange, I'urne U contiendra deux jetons 1 et I'urne V' deux jetons 0.
Pour tout entier naturel n, on considére les événements :
e A, : «alissue de n échanges, 'urne U contient deux jetons 0 »,
e B, : «alissue de n échanges, I'urne U contient un jeton 0 et un jeton 1 »,
e (), : «alissue de n échanges, l'urne U contient deux jetons 1 »,
et on note a,, b, et ¢, les probabilités respectives de A,,, B, et C,,. Au vu de la configuration
initiale, on a : ag = ¢cg = 0 et by = 1.

1
1. a. Montrer que a; = T Calculer de méme by et ¢;.

b. Soit n € N. Justifier que Py, (B,+1) = 1. Calculer de méme Pp, (Bp11) et P, (Bpi1).
En déduire, en utilisant la formule des probabilités totales, que :

1
bpi1 = a, + 56” + ¢,

c. Montrer de méme que, pour tout n € N, on a :
1 1
Qpy1 = an et cpi1 = an.
2. a. Soit n € N. Quelle est la valeur de a,, + b, + ¢, ?

En déduire que, pour tout n € N, on a :

<

1
bn+1 =1- ibn

(1)

a. Vérifier que, pour tout n € Nyon a: X,,,1 = MX,,.
b. Montrer que, pour tout n € N, on a : X,, = M"X,.
c. En utilisant le 2.c. de la Partie A, en déduire que, pour tout n € N, on a :

3o ()

d. Déterminer enfin, pour tout n € N, des expressions de a,, et ¢, en fonction de n.

3. On pose, pour tout n € N,



Exercice 3. On pose, pour tout réel « de U'intervalle |—1; +o0f :
f(z) =2In(1 + z).

On admet que la fonction f est dérivable sur lintervalle |—1;+o00], et que sa dérivée f’ est
également dérivable sur 'intervalle |—1; 4+00].
On note €7 la représentation graphique de f dans un repére du plan.

1. a. Déterminer la limite de f en —1.
Que peut-on en déduire pour la courbe €} 7

b. Déterminer la limite de f en +oo0.

2. a. Calculer f'(x) pour tout réel x de I'intervalle |—1; +o0].
b. Montrer que, pour tout réel x de l'intervalle |—1; 400/,

T+ 2

f(x) = tar

c. En déduire les variations de la fonction f” sur I'intervalle |—1; +o0].

3. a. Calculer f'(0). En déduire le signe de f’(x) pour tout réel z > —1.
b. Dresser le tableau de variations de f sur U'intervalle |—1;+o00].

4. On pose
1
I—/ f(z)dx.
0

a. A I'aide d’une intégration par parties, montrer que

1 2
]:@_l/ e
0

2 2 r+1

b. Vérifier que :

x? 1
Ve e [0;1 =r—1 )
zel0sl], —g=e-1l4—r
1.2
c. En déduire la valeur de 'intégrale / dx.
0 T+ 1

d. Calculer I'intégrale I.

5. On considére a présent la famille de fonctions (f,,)nen< définies sur |—1; +oo[ par :
Vn e N*, Vrel|-1;400[, folz)=2"In(l+ z).

On pose alors, pour tout entier naturel n non nul,
1
I, = / fn(z)dz.
0
a. Montrer que, pour tout entier n € N*,
Vee[0;1], 0<z"In(l+2z) <z2"In(2).

b. En déduire que :

c. Déterminer la limite de la suite (I,,),>1-



