TB2 samedi 4 octobre 2025

Devoir surveillé n°1
Durée : 2 heures

L’utilisation d’une calculatrice ou de tout document est interdite.
Toute sortie anticipée est interdite.

Exercice 1. On note F = {P € Ry[X]| | P(1) =0} et G = {aX?+ (b—a)X — b ]| (a,b) € R?*}.

1. Les polyndmes Q = X — 1, R = X? + X —2 et S = X + 1 appartiennent-ils a F?
Appartiennent-ils & G 7

2. a. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de Ry[X].

b. Justifier que dim(F) < dim(Rq[X]).

c. Montrer que (@, R) est une famille libre de F' et en déduire la dimension de F.
3. a. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de Ry[X].

b. Déterminer une base de G.

c. Montrer que G C F et en déduire que F' = G.
Solution.

1. Comme Q(1) =1—-1=0,R(1) =1*+1—-2=0et S(1) =1+1=2+# 0, on peut
affirmer que ’les polynomes () et R appartiennent & F' et S n’appartient pas a F ‘
De méme, on peut voir que Q@ = 0X?+ (1 -0)X —1let R =1X*+ (2—-1)X —2
donc ’Q et R appartiennent a F' ‘ En revanche, s’il existe deux réels a et b tels que
S =aX?+ (b—a)X — b alors, comme (1, X, X?) est libre,a =0, b—a=1et —b=1
donca=0,b—a=1et b= —1 ce qui est contradictoire car —1 — 0 = —1 # 1. Ainsi,
s¢cl
2. a. Tout d’abord, par définition, F' C Ry[X].
Ensuite, par définition, Og,x](1) = 1 donc Og,[x) € F.
Enfin, considérons deux éléments P; et P, de F' et A € R. Alors, par définition,

(AP, + Py)(1) = APy (1) + Py(1) = A0+ 0 = 0

car P € et P, € F. Ainsi, AP, + P, € F.

On conclut donc que | F' est un sous-espace vectoriel de Ry[X] |.
b. Il s’ensuit que dim(F') < dim(Ry[X]) avec égalité si et seulement si F' = Ry[X]. Or, on

avuque S ¢ F donc, comme S € Ry[X], F # Ry[X]. Ainsi, |dim(F) < dim(Ry[X]) |.
c. Les polynémes ) et R ne sont pas colinéaires car ils sont non nuls et de degré différents

donc (@, R) est libre. Comme (@) et R appartiennent a F', on en déduit que dim(F") > 2.
Or, comme dim(R2[X]) = 3 et comme dim(F’) est un entier, on déduit de la question

précédente que |dim(F') = 2.

3. a. Remarquons que

G={a(X*—X)+bX —1)](a,b) € R*} = Vect((X* - X, X — 1))

donc |G est un sous-espace vectoriel de Ro[X]|.




b. La question précédente assure également que (X?—X, X —1) est une famille génératrice
de G. De plus, les vecteurs X? — X et X — 1 sont non nuls et de degré différents donc

ils forment une famille libre. Ainsi, | (X? — X, X — 1) est une base de G |.
c. Soit P € G. Alors, il existe deux réels a et b tels que P = aX? + (b—a)X — b donc

Pl)=al?+(b—a)l—b=a+b—a—b=0donc P € F. Ainsi, . De plus,
on déduit de la question précédente que dim(G) = 2 donc dim(F) = dim(G) et donc,

puisque G C F', par propriété, .

1
Exercice 2. On considére la suite (u,) définie par : ug = 5 et

Vn €N Unt1 = Up(1 — uy).

1. Calculer, sous forme de fractions irréductibles, u; et us.
2. Etudier les variations de (uy,).

3. On note f la fonction définie sur [0; 1] par f(x) = z(1 — z).
Etablir le tableau de variation de f sur [0;1].

2

5. Montrer que (u,) est convergente puis que sa limite est égale a 0.

4. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, u,, € [0 ; —}.

n
6. On pose, pour tout n € N, S,, = Zui

k=0
a. Exprimer, pour tout & € N, u? en fonction de uy,; et de uy,.
1
b. Déduire de la question précédente que, pour tout n € N, S,, = 5~ Up1-

c. La série E u? est-elle convergente ? Si oui, déterminer la somme de cette série.

Solution.
1. Par définition,
1 N 1
.u1:§(1—5)25X§dOHCU1:Z;
1 1 3 3
.uQZZ(l_%"):ZXZdOHCU2:1_6'
2. Pour tout n € N, w1 — tp = up(l — up) — U = up — u2 —u, = —u? < 0 donc

(uy) est décroissante |

3. Pour tout x € [0;1], f(x) = z — 2% Ainsi, la fonction f est dérivable sur [0;1] comme
somme de fonctions dérivables et, pour tout = € [0;1], f'(z) = 1 — 2x. Dés lors, pour
tout = € [0; 1],

f(2)20=1-21>20<= 1221 - > 1.

N | —

1 1
On en déduit que f'(x) > 0 pour tout = € |0; 3 et f'(x) = 0 pour tout = € {5 ; 1}. De

plus, f(0) =0(1 —0)=0cet f(1) = 1(1 —1) = 0 donc on aboutit au tableau de variation
sulvant :



x 0 z 1
Signe
de f'(x) v -
1
Variation 4
de f
0 0
Remarque. La fonction x —— (1 — z) étant un polynome du second degré donc le
coefficient dominant est a = —1, on sait qu’elle est croissante puis décroissante avec
1

———— = —— donc on pouvait donner le tableau de
2 x (—1) 2
variation de f sans calculer sa dérivée.

changement de variation en —

1
4. Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) : « u,, € [0 ; 5} ».

1 1
e Initialisation. Par définition, uy = 5 € [0 ; 5} donc P(0) est vraie.

1
e Hérédité. Soit n € N. On suppose que P(n) est vraie. Ainsi, u, € {0;5] donc

1

_1 . Or, f(un) = Un+1

u, € [0;1] et, dés lors, par la question précédente, f(u,) € [0; 1

1 1
donc u,4+1 € |0; 1 et ainsi u,11 € [O; 5} . On conclut donc que P(n + 1) est vraie.

e Conclusion. Par le principe de récurrence, on a montré que :

1
VneN, u,é€ {0;5}.

5. On a vu que la suite (u,) est décroissante et minorée par 0 donc, par le théoréme de
la limite monotone, (u,) converge vers un réel ¢. Dés lors, u,.; — ¢. Or, comme

n——+00
U, — ¢, 1 —u, —— 1 — ¢ done, par produit, u,(1 — u,) —— (1 —¥) i.e.
n—+00 n—+4-00 n—+00

Un1 ——— ¢(1 —¢). Par unicité de la limite de (u,1), on conclut que ¢ = ¢(1 — ¢) donc
n—-+0o

¢ =/ —(? donc —¢? = 0 et finalement ¢ = 0. Ainsi, |u, — 0|
n—-+0o0

6. a. Soit k € N. Par définition, up, 1 = up(1 — uy) = up, — ui donc ui = uy, — ugyq. Ainsi,

pour tout k € N, uf = uj, — upi1 |

n
b. Soit n € N. On déduit de la question précédente que S, = Z(uk — ug41) donc, en
k=0 |
reconnaissant une somme téléscopique, S, = ug — U,1. Comme ug = g7 on conclut
que

1
Vn € N, Snzi—unﬂ.

...
c. On a vu que v,, — 0 donc u,, ;1 — 0 et donc, par somme, S,, — 3 Alinsi,

n—-+00 n—-+00 n—-+0o




Exercice 3. Un forain organise un jeu de fléchettes dans une féte foraine. Le jeu se présente
sous la forme de trois cribles A, B et C. La cible A est séparée en deux secteurs, la cible B est
séparée en quatre secteurs et la cible C est séparée en 8 secteurs. Sur chaque cible, les secteurs
sont de méme dimension ce qui signifie qu’un joueur qui lance une fléchette au hasard sur une
cible donnée a les mémes chances d’atteindre chaque secteur de cette cible.

cible A cible B cible C

Le jeu consiste a lancer des fléchettes sur les cibles selon le protocole suivant :

e On commence par la cible A. Il faut atteindre le secteur 1 de cette cible pour avoir le
droite de passer a la cible B ; dans le cas contraire, on continue a lancer la fléchette en
direction de la cible A.

e De méme, lorsqu’on lance une fléchette en direction de la cible B, il faut atteindre le
secteur 1 pour avoir le droit de passer a la cible C; dans le cas contraire, on continue les
lancers vers la cible B.

e Enfin, le joueur ne lance qu’une fois la fléchette en direction de la cible C. Le secteur
qu’il atteint décide du lot qu’il gagne.

On suppose que le joueur atteint toujours la cible visée et que, pour une cible donnée, les
secteurs atteints le sont de maniére équiprobable. On suppose que le joueur continue de lancer
des fléchettes autant de fois qu’il est nécessaire pour avoir le droit de passer a la cible C.

Soit n € N*. On note A, 'événement : « lors du lancer de la n-éme fléchette, le joueur tire
vers la cible A ». On définit de méme les événements B,, et C,,. On note enfin a,, b, et ¢, les
probabilités respectives de A,,, B, et C,,.

Le joueur commencant par la cible A,onaa; =1,b; =0et ¢ =0.

1. a. Calculer les probabilités as et bs.

b. Calculer a3 et vérifier que bz = 3

2. En utilisant la formule des probabilités totales, justifier que, pour tout entier naturel
n>=1 ona:

1 1 3
Any1 = §an et bn+1 = §an + an

1 n—1
3. Montrer que, pour tout entier naturel n > 1, a,, = (5) .

4. Pour tout entier naturel n > 1, on pose v,, = 2" 'b,, + 2.
3

a. Montrer que v; = 2 et que, pour tout entier naturel n > 1, on a v, 1 = Evn.

b. En déduire, pour tout entier naturel n > 1, une expression de v,, en fonction de n.

c. Déterminer, pour tout entier naturel n > 1, une expression de b,, en fonction de n.



d. Déterminer les limites des suites (a,,) et (by).
e. En déduire la limite de la suite (c;,).

Solution.
1. a. Le joueur fait un deuxiéme tire sur la cible A si et seulement s’il a atteint le secteur 2
1 1
au premier tire donc, par équiprobabilité, |as = 5 et, de méme, | by = 5|

b. Considérons le systéme complet d’événements (Ay, By). D’aprés la formule de proba-
bilités totales,

1 1 1 1
1
donc |a3 = 1l De méme,
1 1 1 3 1 3 5

oo | Ut

donc | bz =

2. Soit un entier n > 1. Au lancer n, le joueur tire sur une et une seule des trois cibles
donc (A, B,,C,,) est un systéme complet d’événements. Par le formule des probabilités
totales, on a donc :

P(An-H) = P(An)P(An-H | An) + P(Bn)P(An—H | Bn) + P(Cn)P(An+1 | Cn)

1
:anx§+bnx0+cnx0

1
donc |a, 1 = 5% . De méme,

P(Bni1) = P(Ay)P(Buiy | An) + P(Bo)P(Buya | Bo) + P(Ch)P (B | Cn)

1 3
:an><§+bn><1+cn><0

1 3
donc | b, = §a" + an :

1
3. D’apres la question précédente, la suite (a,,) est une suite géométrique de raison 3 et de

2 2

4. a. Par définition, v; = 2°0; +2 =1 x 0+ 2 donc .

Soit n € N*. Alors,

1 n—1 1 n—1
premier terme a; = 1 donc, | pour tout n € N, a,, =1 X (—> = <—> .

_ et 3 L1 .3
lezwﬂlmH+2:2(?%+Zm)+2:2x§%+a xjm+2

" 3 "' 3
n—1 n—1 n—1
= — 2 2 X =b 2=(2x = 2 =b, +2
2 X (2> + X 2 X 1 n ( X 2) + X 5 +

3 3
:w4+§xwﬁm+2:§xwﬂm+3

_ § n—1
_2@ bn + 2)



3

donc |v,11 = 5% )

3
. Ainsi, (v,) est une suite géométrique de raison 3 et de premier terme v; = 2 donc, on

3 n—1
conclut que | pour tout n € N*, v, = 2 X (5) .

. Pour tout n € N*, v,, = 2" 1b,, + 2 donc 2" b, = v,, — 2 donc b,, = 1}2n__1 On déduit

donc de la question précédente que, pour tout n € N*,

1 3\"* 1 3\"! 2 3\"* 1

3 n—1 1 n—2
Ainsi, | pour tout n € N* b, =2 (—) — (—) .

4 2

1 3 "
.Comme—1<§<1et—1<—<1,(—) — 0 donc |a, — 0| et, de

4 2 n—-+oo n—-+4oo
3 n—1 1 n—2
méme, | — — 0et | = — 0 donc |b, —— 0.
4 n—-+4oo 2 n—-4oo n—-+4oo

. Pour tout n € N*, A,,, B,, et C,, forment un systéme complet d’événements donc,
pour tout n € N*, a,, +b,, + ¢, = 1. Ainsi, pour tout n € N*, ¢, = 1 —a,, — b, et donc,

par somme de limites, on déduit de la question précédente que |¢, — 1|
n—-+o0o




