TB2 samedi 5 octobre 2024

Devoir surveillé n°1
Durée : 2 heures

L’utilisation d’une calculatrice ou de tout document est interdite.
Toute sortie anticipée est interdite.

a

. . . b
Exercice 1. On rappelle que si a, b, ¢ et d sont des réels et si M = d) alors la transposée

a c

b d)

On dit qu'une matrice M € .#,(R) est antisymétrique si ‘M = —M.
On note E I'ensemble des matrices antisymétriques de .#5(R).

de M, notée ‘M, est définie par ‘M =

1. Les matrices suivantes appartiennent-elles & 7 On justifiera ses réponses.

0 1 1 2 1 2
=(Ga) =) em(Bh) e
2. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de .#5(R).

3. Justifier que F = { (_Ob 8) be R}.

4. Déterminer une base de E et en déduire sa dimension.

5. On appelle F I'ensemble des matrices symétriques de .#5(R) c’est-a-dire I’ensemble des
matrices M € 5 (R) telles que 'M = M.

Déterminer E N F.

Solution.

1. Comme ‘A = (? _01) et —A = ((1) _01), ‘A = — A donc .
Comme ‘B = (; i) et —B = <:§ :i), ‘B #+ —B donc .
Comme 'C' = (; :f) et —C' = <_21 _12), tC'# —C donc .
Comme D = ((1) ?) et —D = (_01 _01>, ‘D # —D donc .

2. Par définition, F C .#5(R). De plus, ‘0, = 0, = —03 donc 05 € .#5(R).
Soit M et N deux éléments de FE et A € R. Alors,

AM+N)="AM)+'N=XM+'N=X—-M) + (—N) =—(AM + N)

donc A\M + N € E.

Ainsi, | E est un sous-espace vectoriel de .45 (R) |.




3. Par définition,
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4. Ainsi, B — {(0 )‘beR} - {b(_o

€ M(R) | a=—a, c=-b,

10

€ M(R) | 2a=0, c=—b, et 2d:0}

€ M(R) | a=0, c=—b, etd:()}

A # 05 donc (A) est libre et ainsi | (A) est une base de F'|.

Par suite,

b:—cetd:—d}

) ' bGR} donc E = Vect(A). Or,

dim(F) =1|

5. Soit M € EN F. Alors, comme M € FE, il existe un réel b tel que M = ( 0 b). De

plus, M € F donc 'M = M i.e. (O _b> = (_Ob 0

suite, M = 0,. Réciproquement, {0y = 0, = —05 donc 0, € EN F.

b 0

On conclut que | ENF = {0} |.

Exercice 2. On considére la suite (u,),>; définie par :

n

Vn € N* Uy =
k=1

1. Calculer uq, us et us.

2. Montrer que, pour tout n € N*,

Upi1 — U, = —— —In
n

+1

3. On considére la fonction f définie sur [1;+oo[ par

1
—ln(l—i——).
T

b

— —In(n).

(+3)

a. On admet que f est dérivable sur [1;+o00[. Montrer que

Ve > 1 f(x) =

1

r(l+2)?

b. En déduire le sens de variation de f sur [1;+o0].

c. Calculer la limite de f en +oo et en déduire, pour tout réel = >

—-b 0

). Ainsi, b = —b donc b = 0 et, par

1, le signe de f(x).



d. Déterminer le sens de variation de (uy,).

4. On considére les fonctions g et h définies sur [1; +oo[ par

1 1 1 2
> p— —_— —_ _— g _—
Ve>1 g(z)=In (1 - x) 1 e et h(z) = g(x) +

On admet que g et h sont dérivables sur [1;4o0].

a. Démontrer que

o 2z+1
- 23(1+ )2

3+ 2

v i1+ 2)?

WV

1 J() et h'(z) =

b. En déduire les variations de g et h sur [1;+4o00].

c. En s’inspirant de la question 3.c., déterminer, pour tout réel = > 1, le signe de g(x)
et celui de h(z).

d. En déduire que, pour tout n € N*,
1
___gun_unJrlgﬁ-

1
e. Utiliser la question précédente pour montrer que u, — ;11 ~ 5.3 et en déduire la
n

nature de la série E (Up, — Upy1)-

n>=1
n—1
f. Exprimer, pour tout n > 2, S,, = Z(uk — upy1) en fonction de u, et en déduire que
k=1

(uy) est convergente. On note v sa limite.

g. Justifier que, pour tout entier k£ > 2,
1 1 1

— K
k2 T k—1

et en déduire que, pour tout entier n > 2,
k2 Sn—1
k=n

h. Conclure que, pour tout entier n > 2,

1
O0<up —7< 57—
TS 5 )
Solution.
1 3 1
1. uy =1—1In(1) donc, U = 1+§—ln(2) donc u2:§—ln(2) et ug = 1+§+
1 11
3 In(3) donc |ug = e In(3) |




2. Soit n € N*. Alors,

n+11 n 1
unH—un:ZE—ln(n—i—l)—[ E—ln(n)

k=1 k=

"1
= E ——1nn+ )+ In(n)
k=1
I +1> In(n)]
Cn+1 "

) 1 1
soit finalement | u,11 — u, = —In(1+—1]]|
n+1 n

3. a. Pour tout réel z > 1,

fle) = (1+2)2 141
(42?2214 1))
- (1+a) * x(z+1)
o+ (1+7x)
- a(l+a)
soit finalement | f'(z) = m

b. On en déduit que, pour tout réel x > 1, f/(x) > 0 donc | f est croissante sur [1;4o00[|.

1
c. D’une part, lim lim 1+ — =1et lim In(X) = In(1) = 0 par continuité de In en 1

r——+00 €T X—1

1
donc, par composition, lim In (1 + —) = 0. D’autre part, lim = 0 donc,
x

r—+00 z—+oo 1 +

par différence, | lim f(z) =

T—+00

Ainsi, on a prouvé que f est croissante sur [1;+oo[ et que f tend vers 0 en +oo donc,
pour tout x € [1;+oo[, f(z) < 0|

d. On a vu en question 2. que, pour tout n € N*, u,; — u, = f(n) donc, d’aprés le
résultat précédent, pour tout n € N*, w, 1 —u, <0.

Ainsi, | (u,,) est décroissante |.

4. a. On peut remarquer que, pour tout réel z > 1, g(x) = — f(z) — 5.2 donc, pour tout
x
réel x > 1,
2 1 1 -2+ (1+x2)? —2?+1+2zx+42°
J(@) = ~J@) + g = b = O

223 r(l+z)? 23 23(1 + x)? 23(1 + x)?



20 +1

donc, | pour tout x > 1, ¢'(z) = . Dés lors, pour tout réel x > 1,

(1 + )
2x3 2r +1 2
h/ — ! _ = -
(@) =g'(@) - 55 IS
_ w2z +1) —2(1+ )
= (1 + 1)?
20+ x—2—4x—22°
N z4(1 + z)?
3z + 2
donc, | pour tout réel x, h'(z) = —334(316—133)2 :

. On en déduit que, pour tout réel x > 1, ¢'(z) > 0 et h'(z) < 0. Dés lors, on conclut

que | g est croissante sur [1;+o0o[ et h est décroissante sur [1;4o00[|.

. On a vu que, pour tout réel z, g(z) = — f(z) — 9,2 donc, comme liril f(z)=0et
€T T—+00
1
lim — = 0, par différence, lim g(x) = 0. Comme g est croissante sur [1;+o0],
a—+oo 272 T—+00

on en déduit que, | pour tout réel x > 1, g(x) < 0|

2
Ainsi, xgxiloog(x) =0et wl_l}l}_loo 35 0 donc, par différence, xll)l-il-loo h(z) = 0. Or, h est

décroissante sur [1;4o00[ donc, |pour tout réel x > 1, h(z) > 0|

1 1 1
. On en déduit que, pour tout n € N*, g(n) < 0 i.e. ln(l—i_ﬁ)_n—i—l_ﬁg
1 1 1
donclIn (14 =) — - <0
one n( +n) n+1 2n?

1
Or, on a vu que, pour tout n € N*, w,, 1 —u, = —In {1+ —> donc u, —Up 1 =
n

n+1

1 1 1 1 . 1
_(n—t—l_ln(l—i_ﬁ)) :ln(l—i—ﬁ) —n+1.A1n81, un—un+1<2—n2.

) 1 1 12
Dememe,pourtoutnEN,h(n)}Odoncln(l—i—;)—n+1—ﬁ+%>0et
. 1 3
alnSlun—Un_Fl)ﬁ—ﬁ.

1 2
On conclut donc que, | pour toutnEN,ﬁ—%éun—unﬂgﬁ.

1 1
. Pour tout n € N*, —— > 0 donc, en divisant I'inégalité précédente par —, il vient
n

2n2
1 _ 2 u u
2 3 - 1
2n - 3n < n - n+ < 1
2n2 2n2
1.e.
2n2  3n3 L =
2n2
soit 4
Up, un+1
Loy s 4 st



4 Uy — U
. P +1
Or, lim 1 — — = 1 donc, par le théoréme d’encadrement, — T "
n—-+00 3n — n—-+00

1

Ainsi, | U, — Upyq ~ — |
2n

Par théoréme, la série E — converge donc, par le théoréme sur les équivalents,
n

n=1

la série g (Up, — Up41) converge|.
n>1

. En reconnaissant une somme téléscopique, pour tout entier n > 2, S, = uy — u,_141

AlIlSl pour tout entier n > 2, u, = 1 — S, et, d’aprés la question précédente, (S,)

converge donc, par différence, | (u,,) converge|.

. Soit un entier k > 2. Alors,

11 k—(k-1) 1

k-1 k k(-1  kk-1)

Or, 0 < k—1 < k donc, en multipliant par k¥ > 0, 0 < k(k — 1) < k?* et, par

1
décroissance de la fonction inverse sur |0 ; +o0], ) >
O lut d tout entier k > 2 ! < L !

n conclut donc que, |pour tout entier k > 2, — < —— — — |
R RS k=1 k

Soit un entier n > 2 et un entier N > n. Alors, d’aprés le résultat précédent,

1 1
Z 2 S Z (— — —). En reconnaissant une somme téléscopique, on en déduit

E—1 k
k=n
N
1 1 1 1 1
1< insi oo 1
q“ekz_;W n—1 N ‘N7 kz_:k;
1
. D’apreés les résultats de 3.d. et 4.d., pour tout k£ € N*, 0 k—ukﬂ\ﬁ.
n

Soit un entier n > 2 et un entier N > n. En sommant les inégalités précédentes, on
N N
1
en déduit que 0 < E Up — Upy1) < g @ Dés lors, en reconnaissant une somine
k=n k=
N
. . 1 1 .
téléscopique, 0 < up, —uyy < = E — donc 0 < up, — un41 < ———. Finalement,
— k? 2(n—1)

N | —

en faisant tendre N vers 400, on E déduit que

1
0<tup—y< —|
TS om0




