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Devoir surveillé n°1
Durée : 2 heures

L’utilisation d’une calculatrice ou de tout document est interdite.
Toute sortie anticipée est interdite.
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Exercice 1. On rappelle que si a, b, ¢ et d sont des réels et si M = (CCL d) alors la transposée

a c

b d)

On dit qu'une matrice M € .#,(R) est antisymétrique si ‘M = —M.
On note E I'ensemble des matrices antisymétriques de .#5(R).

de M, notée ‘M, est définie par ‘M =

1. Les matrices suivantes appartiennent-elles & 7 On justifiera ses réponses.

0 1 12 12
=(h) D) es(Bh) e

2. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de .#5(R).

3. Justifier que F = { (_Ob 8) be R}.

4. Déterminer une base de E et en déduire sa dimension.

5. On appelle F' 'ensemble des matrices symétriques de .#5(R) c’est-a-dire I’ensemble des
matrices M € 5 (R) telles que 'M = M.

Déterminer EN F.

Exercice 2. On considére la suite (u,),>; définie par :
Vn € N* Uy = — —In(n).

1. Calculer uy, us et us.

2. Montrer que, pour tout n € N*,

1 1 1+1
Upy] — Uy, = —— — In — .
1 n+1 n

3. On considére la fonction f définie sur [1;+oo[ par

Ve >1 flz) = ! —ln(l—i—i).

1+

a. On admet que f est dérivable sur [1;+o00[. Montrer que

1

b. En déduire le sens de variation de f sur [1;+o0].



c. Calculer la limite de f en +o00 et en déduire, pour tout réel x > 1, le signe de f(x).
d. Déterminer le sens de variation de (u,,).

4. On considére les fonctions g et h définies sur [1; +oo[ par

1 1 2
pei v et h(z) =g(x) + —.

1
Ve >1 g(:z:)zln(l—l——)—
T

On admet que g et h sont dérivables sur [1;+oo.
a. Démontrer que
2+ 1 3+ 2

b. En déduire les variations de g et h sur [1;4o00].

c. En s’inspirant de la question 3.c., déterminer, pour tout réel = > 1, le signe de g(x)
et celui de h(z).

d. En déduire que, pour tout n € N*,
1 2

— = —— < Uy — Upy1 < —.
2n?  3n3 " " 2n2

1
e. Utiliser la question précédente pour montrer que u, — U1 ~ o2 et en déduire la
n

nature de la série Z(un — Upt1)-
n>1
n—1
f. Exprimer, pour tout n > 2, S, = Z(uk — ug41) en fonction de u, et en déduire que

k=1
(un) est convergente. On note v sa limite.

g. Justifier que, pour tout entier k£ > 2

1 1 1

— <
k2 TS k—1 k

et en déduire que, pour tout entier n > 2 et tout entier N >

N o
2wy

=n

h. Conclure que, pour tout entier n > 2,

1

0<tUp— 7 < —.



