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Exercice d’algebre

1.%X%:ﬁdonc = X —= = |

2. La matrice M est une matrice symétrique réelle donc, d’apres le théoreme spectral,
‘M est diagonalisable ‘

3. a. Pour tout réel A,

2-N?-1=0<=(2-)N)?=1<=2-A=1ou2-A=-1l<=A=1lour=3

Ainsi, | ensemble des solutions dans R de I’équation (2 — \)*> —1 =0 est {1;3}|
b. Soit A € R. Alors,

1 9 =(2-)2)?—1.

det(M — ATp) = ‘2 A ‘
Ainsi, det(M — Al) = 0 si et seulement si (2 — A\)? — 1 = 0 c’est-a-dire, d’apres la
question précédente, si et seulement si A € {1;3}.

Comme les valeurs propres de M sont les réels A tels que det(M — AIy) = 0, on conclut
que le spectre de f est Sp(f) = {1;3}.

4. a. Etant donné que

1 1 1 1
M(\?):(Zx\{iJrlx\?):(Sx\?)
7% 1><ﬁ+2><ﬁ 3><ﬁ

on a| f(ey) = (—%, —\%) .

On remarque que f(e;) = 3e; et f(ez) = ez donc, comme ces vecteurs sont non nuls,
e; est un vecteur propre de f associé a la valeur 3 et ey est un vecteur propre de f
associé a la valeur 1.

b. Commeel-eQ:%x%_i_

plus, [lex]| = /(75)* + (35)?

3+ 1 donc|flesof =1}

)= % — % =0, ‘el et ey sont orthogonaux ‘ De

done | [lex| = 1]et [lez]| = \/(J5)* + (= 5)% =

X (—
v

Ainsi, (eq, e5) est une famille orthonormée donc, par théoreme, (e, e2) est libre. Ainsi,

Sl-
Si-

N | —

(€1, €2) est une famille libre de 2 vecteurs de R? donc ‘ (e1,€2) est une base de R? ‘

c. Sachant que f(e;) = 3e; et f(ez) = ey, la matrice de f dans la base (e, ey) est
3 0
0 1)



5. Onau-elzxx%—l—yx%donc u-ep =7 etu-egzxx%%—yx(—%)donc

r—y

U - €y = W .
Comme (ey, e5) est une base orthonormée de R?, par propriété, les coordonnées de u dans

la base (eq, eq) sont (L\JE’, )

. a. Comme (ey, e5) est une base orthonormée, |ju|® = VaZ + 52 donc |ul|* = a® 4 b?
(I'expression de la norme étant indépendante de la base orthonormée choisie).

b. Comme les coordonnées de u = aey + bey, f(u) = f(aey + bex) = af(er) +bf(e2) =
a(3e1) +bey = (3a)er +bey. Dés lors, || f(uw)||* = 1/(3a)? + b22 ie |||f(w)|® = 9a*+ b*|.

c. D'une part, || f(u)|* = 9a% + b* = 8a® + a® + b* = 8a® + ||u|* donc, comme 8a® > 0,

|f(w)|)® > |Ju|®. D’autre part, 9 |[ul|* = 9(a® + b*) = 9a® + 9b? = 9a® + b* + 8b* =
£ ()]|* + 86 et, de méme, 9 [[ul” > || f(u)]*.

Ainsi, on conclut que | ||u]|® < ||f(w)|” < 9||ul*|

. Soit (z,y) € R* et u = (x,y). En utilisant les coordonnées dans la base canonique,

2
lull® = 22 + 32, | f(w)|* = /(22 + 1) + (2 +29)2 = (22 +1)* + (z + 2y)? et 9 [|u]® =
9(x? + y?) = 922 + 9y* donc I'inégalité précédente donne

2?42 <20+ 1)+ (x4 2y)? < 92° + 997 |

. a. D’aprés la question 7, pour tout (z,y) € R? (2z + y)* + (z + 2y)> > 0 donc
(22 4+ y)* + (x + 2y)* — (z* + ¥*) = 0 i.e., | pour tout (z,y) € R? G(z,y) = 0]|.

b. Premiere méthode. La question précédente montre que G est minorée par 0. De plus,
G(0,0) = 0 donc 0 est le minimum de G sur R?. En outre, pour tout u = (z,y) € R?,
G(z,y) = 0 si et seulement si I'inégalité de gauche de la question 7 est une égalité
i.e. si et seulement si I'inégalité de gauche de la question 6.c. est une égalité. Or, on
a montré cette égalité en observant que || f(u)]|* = 8a2 + ||u)® > |ju|*. Ainsi, il y a
égalité si et seulement si 8a? = 0 i.e. a = 0. Or, par définition, u = ae; + bey donc
il y a égalité si et seulement si u = be, i.e. u appartient au sous-espace propre de f

associé a la valeur propre 1. Or, ce sous-espace est la droite vectorielle engendrée par

ey = (%, —%) qui est aussi

Veet{(L,~1)} = {e(1,~1) |z € R} = {(z.y) € B | & = —y} = {(2,y) € R* | -ty = 0}

Ainsi, on conclut que 'ensembe des points de R? oti G atteint son minimum est bien
{(z.y) eR? |z +y =0}

Seconde méthode. La fonction G est dérivable par rapport a x et a y et, pour tout
(z,y) € R?,

oG

a—(x,y):2x2x 2x+y)+2x (r+2y) — 2z =8z + 8y =8(z +y)
T
et e

8—y(x,y)=2>< 2x+y)+2x2x (x+2y) —2y =8x + 8y =8(x +y)

Ainsi, les points critiques sont les vecteurs (z,y) € R? tels que z +y = 0. Si G
admet un minimum sur R? alors ce minimum est un point critique donc appartient a
{(x,y) € R?* |  + y = 0}. Or, pour un tel vecteur (x,y), y = —x donc

G(z,y) = 2z — 2)* + (v — 22)* — (2® + (—2)?) = 2° + (—2)* — 2* — (—2)* = 0.



Or, on sait d’aprés la question précédente que 0 est un minorant de G sur R? donc on
conclut que 0 est le minimum de G sur R? et qu’il atteint en tout vecteur appartenant
a{(z.y) eR? |z +y =0}

Exercice d’analyse

Voir Devoir & la maison n°5 — Exercice 1

Exercice de probabilité

A. Etude de D dans des cas particuliers

1. La puce se déplace le plus a droite possible si elle fait n sauts vers la droite et, dans ce
cas, |elle se retrouve sur la case numéro n |

2. a. L’événement (D = 0) signifie : « la puce se trouve sur la case n°0 apres 2 sauts »,
I’événement (D = 1) signifie : « la puce se trouve sur la case n°l apres deux sauts »
et I’événement (D = 2) signifie : « la puce se trouve sur la case n°2 apres 2 sauts ».

1 1
Leurs probabilités sont | P(D = 0) = 3 PD=1)=0et P(D=2)=—|

1
b. De méme, |P(D=—-1)=0e¢t P(D=-2) = .

c. Ainsi,
2 1 1 1
E(D)= Y kKP(D=k)=-2x-+0x - +2x -
Nt 4 2 4

donc |E(D) = 0| Par le théoréme de transfert,

2 1 1 1
E(D*)= Y KPD=k) =(-2°x-+0"x-+2>x - =2
=, 4 2 4
donc, par la formule de Konig-Huygens, V(D) = E(D?) — E(D)* = 2 — 0? i.e.
V(D) =2|

3. Sin=3alors D(?) = {-3,—1,1,3} et la loi de D est donnée par le tableau suivant :

k -3 —1 1 3
1 3 3 1
P(D = k) 8 8 8 8

B. Etude de D dans la cas général

1. Chaque saut est une épreuve de Bernoulli de parametre % en prenant comme succes « la
puce effectue un saut vers la droite ». Comme les sauts sont indépendants, la variable

aléatoire | X qui compte le nombre de succes suit une loi binomiale % (n, %) .

2. Il y a en tout n sauts donc X +Y = n et ainsi .

3. La puce effectue X pas vers gauche et Y pas vers la droite donc D = X x 14+ Y x (—1).

Or,onavuqueY =n—XdoncD =X+(n—X)x(—-1) =X—-n+Xie. .




4. Comme X — B(n,1),E(X)=nxi=2et V(X)=nxixi="2

4

Ainsi, par linéarité de l'espérance, E(D) = 2E(X) —n donc | E(D) = 0| Ainsi, la valeur
moyenne de la case finale est 0, ce qui traduit la symétrie de la situation par rapport a
cette case.

Par homogénéité de la variance, V(D) = 22V(X) donc | V(D) = n|.

C. Etude de D dans un autre cas

1. D’apres I'énoncé, |a; = % |

2. a.
b.

. Par définition, | Z,(2) = {—1;1} |

2

3

D’apres 1’énoncé, pour tout k € [1,n — 1], P(Ag1 | Ax) = %

En particulier, on a donc P(A4y | A1) = % D’apres I'énoncé, P(A, | Af) = 3. De plus,
les évenements A; et Af constituent un systeme complet d’évenements donc, par la
formule des probabilités totales,

P(Ay) = P(A1)P(Ax | A1) + P(A])P(Ay | A7) =

Wl =

+1><
3

[GNIN )
X
Wl o

Soit k € [1,n — 1]. Comme Ay et A{ forment un systéme complet d’événements, ar
la formule des probabilités totales,

2 1
apr1 = P(Ar11) = P(Ap)P(Apsr | Ax) +P(AYP(Appr | Ay) = ar X 3t (1—ag) x 3

: 1 1
Le. |Qp41 = 30k + 3|

. Soit k € [1,n — 1]. Alors,

b 1 1 +1 1 1 1 1( 1)
= Qa — — = —Q - — — = —Q —_— = — a —_
ML O T TR T3 T T3 T g T g \H

donc by = %bk .

. Ainsi, (by) est une suite géométrique de raison % donc, pour tout k € [1,n], by =

by x (3)F71. Or, by = ay — § = ¢ donc, | pour tout k € [1,n], by = x (5)" 1|

. Pour tout k € [1,n], b, = ap — % donc ai = by, + % Grace au résultat de la question

précédente, on conclut donc que, | pour tout k € [1,n], ax = % X (%)’“‘1 + 3|

On déduit de la question 3.c. que |P(Z, = 1) = a; = é % (%)k—l +% et. par suite,
‘P(Zk =-1)=1-P(Zy=1)=1— % x (%)k—l ‘
On en déduit que

=t (g (6) ) rene (aog ()) i )

soit | E(Zy,) = (5)" |

5. La variable Z; vaut 1 si la puce fait un pas vers la droite au k-éme saut et —1 si elle fait
un pas vers la gauche donc Zj, correspond exactement au déplacement de case au k-eme
saut. Ainsi, Z; + Zs + - - - + Z,, correspond au déplacement total en partant de 0 donc a
la case finale de la puce. Ainsi, |D =21+ Zo+ -+ Z, |.




6. Par linéarité de I'espérance, on conclut que

soit finalement | E(D) = % {1 _ (%)n}




