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— Option Biochimie-Biologie — 2005

Partie A

1.

a.

Notons A : « La vache est de type A » et L : « la vache produit du lait en hiver ».

Comme A et A forment un systéme complet d’événements, d’apres la formule des
probabilités totales,

_ — 200 300
P(L)=PAPL|A)+PAPL|A) =—x08+_—x0,7
(L) = PAYP(L | A) + P(AP(L| A) = Zi0 x 08+ S0 X 0,

done \P(L) — 0,74 = 3|

D’apres la formule de Bayes,

AP(L|A) 28 x08

(L
P(L) 8

p(A|L) = L

ie |[P(L)=42|

. N représente le nombre total de vaches produisant du lait pendant I’hiver considéré.

Le fait, pour une vache donnée, de produit du lait est une épreuve de Bernoulli de
parametre 0,8 pour le type A et 0,7 pour le type B. Ainsi, par indépendance, la
variable aléatoire N4 qui compte le nombre de succes pour la type A suit une loi
binomiale %(200,0,8) et la variable aléatoire Np qui compte le nombre de succes
pour la type B suit une loi binomiale %(300,0,7).

. Le nombre moyen de vaches produisant du lait est E(NV). Par linéarité de 1’espérance,

on en déduit que ce nombre est E(N) = E(N,4) + E(Ng) = 200 x 0,8 + 300 x 0,7
c’est-a-dire |[E(N) = 370 |.

Notons D4 la dépense journaliere pour les vaches de type A et Dpg celle pour les
vaches de type B. Alors, D4y = 4N4 et Dg = 3Dp dong, par linéarité de I'espérance,
la dépense journaliere moyenne est

E(D4+ Dg) = E(DA)+E(Dg) = 4E(N4) + 3E(Ng) = 4 x 300 x 0,8 + 3 x 200 x 0,3

soit ’une dépense journaliere moyenne de 1270 euros ‘

Partie B

1. a. Comme le premier hangar est choisi au hasard, p; =
b.

1
5-
Notons, pour tout n € N*, H,, : « Choisir le hangar H le jour n ». Comme H; et H;
forment un systéme complet d’évenements, d’apres la formule de probabilités totales,

_ - 1 1
P2 = P(Hg) = P(Hl)P(HQ | Hl) + P(Hl)P(HQ ‘ Hl) = = X 0,5 4+ =X 0,4

2 2
done [p2 =075}



2. Soit n € N*. Comme H,, et H, forment un systéme complet d’événements, d’apres la
formule de probabilités totales,

Poy1 = P(Hny) = P(H,)P(Huyy | Hy) + P(H,)P(H,yy | Hy)
=pn X 0,5+ (1 —p,) x 0,4 =0,5p, + 0,4 — 0,4p,,

donc |pp+1 = 0,1p, + 0,4 ‘

3. a. Considérons la suite (u,) définie par : pour tout n € N*, u,, = p,, — %. Alors, pour
tout n € N*,

4 1 2 4 1 2 1/ 4
(=5)

Un+1an+1—§:Epn+5—§:Epn—£:E )

donc (u,) est une suite géométrique de raison %0 On en déduit que, pour tout

neN, u, =u x (&)L Or, uy = p; — % = % — g = Tls' Ainsi, pour tout n € N*,

10
Uy = %(1—10)”_1. De plus, pour tout n € N*, u,, = p,, — g donc p,, = u, + g. On conclut

donc que, | pour tout n € N*, p, = 1718(%0)”71 + g )

b. Comme ’%’ <1, lim ()" ' =0et donc| lim p, = 3

n—+oo 10 n—oo 9

Partie C

1. Le nombre moyen d’incidents est |E(N) =4 |.

2. La probabilité d’avoir au moins 2 incidents est

40 41
P(N>2)=1-P(N<1)=1— <O|e_4—l—1|e_4>

ie. [P(N >2)=1-5e"|

3. a. Le nombre d’incidents qui nécessitent des soins est inférieur ou égal au nombre
d’incidents donc, si k& > n, P(X =k | N = n) = 0. De plus, si (N = n) avec
n > k, alors chaque incident est une épreuve de Bernoulli en prenant comme succes
« incident nécessite des soins » donc, par indépendance, la loi conditionnelle de
X sachant k est une loi binomiale de parametres n et 0,05. Ainsi, dans ce cas,

P(X =k |N=n)= (Z) % 0,05 x 0,95"F,

n
x 0,05% x 095" % sin>k
On conclut que |P(X =k | N =n) = (k:) ’ ’ S :

0 sin<k

b. Soit k € N. Comme ({N = n}),en est un systeme complet d’événements, d’apres la



formule de probabilités totales,

+oo
PX=k =) P(N=nP(X =Fk|N=n)
n=0
=Y —etx (Z) x 0,05% x 0,95"* (car P(X =k|N=n)=0sin<k)

_ —4 nl k n—k
_Z—e meo,05 XO,95

:g x 0.05F X4kfw
!

—4 +00 (4 j
= eil x (0,05 x 4)kz(><0"95)
k! = J!

—4 o0 j
— 67' X (sz)k (Sa )
k! = J!

0.2k )
== xetxe?t
k!

+

soit finalement |P(X = k) = O%!ke‘o’z :

Ainsi, | X suit une loi de Poisson £(0,2) |

Partie D

1. La fonction f est continue par morceaux car elle est nulle en-dehors de [0;12] et les
fonction x — ksin(73) est continue sur [0;12] comme composée de fonctions continues.
De plus, f est positive sur R si et seulement si k > 0 car si x € [0;12], 72 € [0; 7] et la

' 12
fonction sinus est positive sur [0; 7).

De plus,
+0oo 12 ) T 12k 7T 12
LOO f(z)dz = ; k sin <12> dr = [_77 coS <12>L
12k 12k
= ol e 0
- cos(m) ( - cos( ))
12k 12k
=——x(-1)+—x1
™ T
24k
R
Ainsi, f est une densité de probabilité si et seulement si — =1 i.e. |k = % .
T

2. a. La fonction de répartition F' de D est définie, pour tout réel x, par



Distinguons 3 cas.
Siz < 0 alors f(t) = 0 pour tout ¢t < x donc

Siz € [0;12] alors,

0

mt
F(z) = f(t dt+/ t)dt = Odt+/ 2481n(12>dt
1

oo (T = B (32) - (2o
- — =——cos|— ] —(—=cos
2 12/ 1o 2 12 2

1 (M)

2COS 15
Six > 12 alors

0 12 12
m@:/’ w+/ (ﬂ+/ £) dt — /"ow+/ m% )w+ 0dt
_ 12

—0+1+0=1

Ainsi, on conclut que,

0 six <0
1 1
VeeR, F(x)= 2—2(305(7{;) siz e [0;12]
1 six > 12

. Comme f est nulle en-dehors du segment [0;12], D admet une espérance et

E(D):/_J:O:Ef(m)dx:/olzxx 272151n<12>dx

Considérons les fonctions

; 1 (mc)
UIT+—> 2T e V:x+—> ——Cos | —
2 12

de sorte que

i — 1 et .9:&—>7Tsm(mj)
' 24 12

Alors, u et v sont des fonctions de classe 6! sur R donc, en intégrant par parties,
1 12 12 1
E(D) = [x X <—2 cos (g)ﬂ —/0 1 x <—2 cos (T;)) dx
1 12
=12 x <—2cos( )> —O+2/ oS <71T§> dz

6+ 1 [12 _ (Wxﬂu
= —|—sin|{-——
2 |7 ™M\12)/],

donc |E(D) =6




5

3. a. On cherche la probabilité P (ﬂ(Dz < 6)) i.e. comme les D; sont mutuellement

i=1
indépendantes

Or, comme chaque D; suit la méme loi que D, cette probabilité est donc égale a
P(D < 6)° = F(6)°.

1 1 6 1 1 1
Or, F(6) = 5 g cos (7T1X2> =55 cos (;) k) donc la probabilité que le temps
1

5
d’examen soit inférieur ou égal a 6 minutes pour chacune des 5 vaches est <2> =33

. De la méme facon,
5

P (ﬂ(Dz- > 3)) —P(D =37 =[1-P(D <3
i=1

Comme D est une variable a densité,

1 1 3 1 1 1 2
P(D<3):P(D<3):F<3):2—2COS(1;>:2—2605(1):2—\fl_

donc la probabilité que le temps d’examen soit inférieur a 3 minutes pour chacune

1 \/§ > 1 \/§ i
t ]_— _— = — _
des 5 vaches es ( <2 1 )) (2+ 1 )




