¢ Révisions — février 2026

Algebre (2016)

Dans tout cet exercice, les matrices considérées sont a coefficients réels. On note, de plus,
dans tout l'exercice :

-2 -1 1 -1 0 0
A=(2 1 7 et D=0 8 0
0 0 8 0 00

On appelle enfin f 'endomorphisme de R? dont la matrice canoniquement associée est A.
1. Diagonalisation de A
a. i. Calculer le rang de f.

ii. En déduire la dimension du noyau de f.

iii. Montrer que 0 est une valeur propre de f, et que la famille ((—1,2,0)) est une
base du sous-espace propre associé.

b. i. Déterminer tous les vecteurs (z,y, z) € R3 tels que f(z,y,z) = 8(z,y, 2).

ii. Montrer que 8 est valeur propre de f, et donner une base du sous-espace propre
associé a la valeur propre 8. Les coefficients du ou des vecteurs propres formant
cette base seront des entiers.

c. i. Calculer f(1,-1,0).

ii. En déduire une troisieme valeur propre de f, et donner une base du sous-espace
propre associé a cette valeur propre.

d. Montrer que I’endomorphisme f est diagonalisable.

-1 0 -1
e. Onpose P=| 1 1 2 |. Montrer que la matrice P est inversible, et calculer
0 1 0

I'inverse de P.

f. Donner une relation entre P~ A, P et D.
2. Résolution d’une premiere équation matricielle

On cherche a déterminer toutes les matrices N, de taille 3 x 3, a coefficients réels,

telles que :
(E) N* = D.

a. Question Préliminaire. Résoudre dans R :

i. '"équation 23 = 8, d’inconnue réelle z € R ;

ii. Péquation 2® = —1, d’inconnue réelle x € R.
b. Soit N une matrice qui vérifie (£). Montrer qu’alors DN = ND.
c. En déduire que la matrice N est diagonale. On pourra commencer par écrire N =

a b c
d e f| et en déduire un systeme d’équations portant sur les coefficients de la
g h 1
matrice N.
d 0 O
d. En écrivant N sous la forme N = | 0 dy 0 | avec (dy,ds,d3) € R, montrer qu’il
0 0 ds

existe une unique matrice N qui vérifie (E), et donner cette matrice.



3. Résolution d’une seconde équation matricielle
On cherche a déterminer toutes les matrices M, de taille 3 x 3, telles que :

(E") M? = A.
a. Soit M une matrice de taille 3 x 3. Montrer que :
M? = A<= (P"'MP)’ = D.

b. En déduire la ou les solutions de (E').

c. Existe-t-il des matrices M & coefficients réels telles que M? = A?

Solution.

1. a. 1i. Considérons le systeme

2r—-y+z=0 Iy
()22 +y+72=0 Ly.

82=0 Ls
Alors,
—2x — =0 L
Tyt ! —2r—-y+z=0
(S) <= <82=0 Lo+ Lo+ L) g 0
z =
82=0 Ls

Le dernier systéme possede 2 pivots donc est de rang 2. On en déduit que rg(A) = 2
donc |rg(f) = 2|

ii. Par le théoreme du rang, dim(ker(f)) =3 —rg(f) donc |dim(ker(f)) =1/

iii. On sait que ker(f) est 'espace propre associé a 0 donc, comme dim(ker(f)) > 0,
‘0 est une valeur propre de f ‘ De plus,

~1 2 -2 0
Al 2| =|-2+2]| =10
0 0 0

donc f((—1,2,0)) = (0,0,0) i.e. (—1,2,0) € ker(f). Comme dim(ker(f)) =1 et
(—1,2,0) # (0,0,0), on conclut que | ((—1,2,0)) est une base de ker(f) |
b. i. Soit (z,y,2) € R3. Alors,

x 8z —2r—y+z=8z
f(x,y,2) =8(z,y,2) <= A (y) = (&y) = {2 +y+T2=28y
< 82 8z = 82

—10z —y+2=0 PN z=10x +y
20 =Ty +72=0 20 — Ty + 710z +y) =0

z=10x +y z=1y
e e
720 =0 z=0
Ainsi, 'ensemble des vecteurs (z,y,2) € R? tels que f(z,y,2) = 8(z,y,z) est
{(0,y,9) |y eR}|




ii. D’apres la question précédente, (0,1,1) est un vecteur non nul tel que f(0,1,1) =
8(0,1,1) donc ‘8 est valeur propre de f‘ De plus Es(f) = {(0,v,y) | v € R}
Vect((0,1,1)) donc [ ((0,1,1)) est une base de Eg(f)|.

i. Comme

1 —2+1 —1
Al-1]=|2-1|=]1
0 0 0

f(1,-1,0) = (=1,1,0)|.
ii. Ainsi, f(1,—1,0) = —(1,—1,0) donc, comme (1, —1,0) # (0,0,0), on conclut que
—1 est une valeur propre de f ‘

De plus, on sait que la somme des dimensions des sous-espaces propres est
inférieure ou égale a 3 donc dim(FE_1(f)) < 3 — dim(Eo(f)) — dim(Es(f)) = 1
et, comme dim(E_1(f)) = 1, on conclut que dim(E_1(f)) = 1. On en déduit que
E_1(f) = Vect((1,-1,0)) donc | ((1,—1,0)) est une base de E_1(f) |

. L’endomorphisme f admet 3 valeurs propres distinctes. Comme dim(R?) = 3, on
conclut, par théoreme, que ‘ f est diagonalisable ‘

. La famille ((—1,1,0),(0,1,1),(—1,2,0)) est obtenue en concaténant des bases de
E_1(f), Es(f) et Eo(f) (car (—1,1,0) = —(1,—1,0) engendre également E_(f))
donc, par théoréme, elle est libre. Comme c’est une famille libre de 3 vecteurs de R3,
c’est une base de R3. Dés lors, sa matrice dans la base canonique est inversible i.e.
\P est inversible ‘

Considérons le systeme

—r—z=a Ly
(S)Sax+y+22=0 Lo
y==c Ls
Alors,
—r—z=a Ly —xr—z=a Ly
(S)<:> y==c LQHL3<:> y==c Lo
x—i—y—i—?z:b L3 < Lo y—i—z:a—l—b L3y <+ Ls+ Ly
—r—z=a Ly r=-2a—b+c
< y=c L, —Jy=c
z=a+b—c L3+ L3— Ly z=a+b—c
-2 -1 1
Ainsi, [P~'=]0 0 1
1 1 -1

. Comme P est la matrice de passage de la base canonique a la base formée par des
vecteurs propres associés respectivement aux valeurs propres —1, 8 et 0, on a, par

propriété, | A = PDP~!|



2. Résolution d’une premiére équation matricielle

a.

b.

i. D’une part, 22 = 8 et, d’autre part, la fonction cube est strictement croissante sur

R donc injective. Ainsi, |1'unique solution réelle de I’équation 2% = 8 est x = 2|,

ii. De méme, (—1)® = —1 donc |'unique solution réelle de 2° = —1 est z = —1|.
Comme N vérifie (E), N* = D donc DN = N3N = N* = NN3 = ND donc

[DN = ND|

a b c
Ecrivons N = [d e f|. Alors,
g h 1
-1 0 0\ fa b ¢ —a —b —c
DN=|[0 8 0||d e f|l=|8 8¢ 8f
0 00/ \g h 1 0 0 O
et
a c\ (-1 0 0 —a 8b 0
ND=|d e f 0 8 0|l=|—-d 8 0
g h 1 0 00 —g 8h 0
Ainsi, comme ND = DN,
—b=28b
—c=0
8d = —d
8f=0
8h =0
a 0 0
donc b = c=d=f =g =h = 0. On en déduit que N = [0 e 0] ie
0 0 4
N est diagonale ‘
d 0 0
En écrivant N sous la forme N = [ 0 dy 0 | avec (dy,dy,d3) € R3, on a N? =
0 0 ds
aé 0 0
0 d3 0| donc, comme N* =D, d} = —1,ds =8 et d3 =0. On déduit alors de
0 0 &
la question a. que d; = —1, dy = 2 et d3 = 0. Ainsi, la seule matrice possible est
-1 0 0
N=10 2 0. Réciproquement, si N est cette matrice alors on a bien N3 = D
0 00
-1 0 0
donc|[N=1| 0 2 0] est 'unique matrice qui vérifie (E)]|.
0 00




3. Résolution d’une seconde équation matricielle
a. Comme A = PDP1,

M? =A<+ M’=PDP ' < P 'M*P=D.
Or, par associativité du produit matriciel,

(P*MP)? = (P*MP)(P"*MP)(P'MP)
= P 'M(PP Y YM(PPY)MP
= P 'MIsMIsMP = P~ 'M3P

donc

M*=A<+= (P'MP)>=D|

b. On déduit de la question précédente et du résultat de la question 2. que

-1 00 -1 00
M)=Ae=P'MP=|0 2 0|l<M=P|[0 2 0|P"
0 0 0 0 00
Or,
-1 0 0 -1 0 -1 -1 0 0\ /-2 -1 1
PlO 20|P'=|1 1 2[|0 20[0 0 1
0 00 0 1 0 0 00 1 1 -1
-1 0 -1\ /2 1 -1
=11 1 2 00 2
0 1 0 00 O
-2 -1 1
=12 1 1
0 0 2
-2 -1 1
Ainsi, |'unique solution de (E") est M = | 2 1 1
0 0 2

c. En raisonnant comme précédemment, si M? = A alors (P~'MP)?> = D. Or, en
raisonnant comme dans la question 2., si N> = D alors N est diagonale et ses
éléments diagonaux vérifient d = —1, d3 = 8 et d3 = 0. Or, il n’existe pas de
réel d; tel que d? = —1 donc 'équation N? = D n’a pas de solution. On conclut

Y

qu’lil n’existe pas de matrices & coefficients réels M telles que M? = A|.

Analyse (2022)

m

t+1

1. a. Calculer la dérivée de la fonction f : ¢ +—— In(t + 1) sur [0;1].
b. En déduire la valeur de I.

dt.

1
On pose, pour tout entier naturel n, I,, = /
0

2. a. En effectuant le changement de variable u = ¢ + 1, prouver que 'on a :

21
1

u



b. En déduire la valeur de I;.

3. a. Sit est un réel fixé compris entre 0 et 1, donner le signe de P pour n € N.
b. En déduire que la suite (I,,) est positive.
tn tn+1
4. a. Sit est un réel fixé compris entre 0 et 1, comparer et pour n € N.
t+1 t+1

b. Comparer I, et I, et donner la monotone de la suite (I,,).

5. Montrer que la suite (I,,) admet une limite finie, et que cette limite est positive.
1
6. Montrer que, pour tout entier naturel n, I, + I,,11 = Py
n
7. En déduire la valeur de la limite de la suite (1)
8. Le but de cette question est de donner un équivalent simple de (1,,).
a. Montrer, pour tout n € N, la double inégalité,
1
b. En déduire que, pour tout n € N, on a :
n
] < 2nl, < 1.

c. Donner la limite de la suite (nl,,) lorsque n tend vers U'infini.
d. Conclure.

1
9. On considere, pour tout entier naturel n, l'intégrale K,, = / t"In(t + 1) dt.
0
a. Montrer, pour tout n € N*, la relation :
I, =In(2) —nK,_

(On pourra réaliser une intégration par parties.)

b. Prouver que la suite (K,,) tend vers 0.
In(2)

c. Montrer que K, ~

Solution.

1. a. La fonction f est dérivable sur [0 ;1] comme composée de fonctions dérivables et, pour
1

t+1/

tout t € [0;1],| f'(t) =

b. On en déduit que

h= [ de= [ @de= ) - £(0) = @) - ()

donc | Iy = In(2) |.

2. a. La fonction ¢ : u — u — 1 est de classe € sur [0;1] donc, avec le changement,
de variable u =t 4+ 1 (c’est-a~dire t = p(u)), on a du = dt, et, comme (1) = 0 et

p(2) =1, L _— , .
112/ —dt:/ v= du:/ 1du—/ 2 du
o t+1 1 U 1 1 U

21
1 U

donc




b. On en déduit que

L =1—[In(u)]} soit| [, =1—In(2)]

tn
>0
t+17
b. Par positivité de l'intégrale, comme 0 < 1, on en déduit que, pour tout n € N,

1 gn
/ dt > 0 donc la suite | (I,,) est positive |.
o t+1

3. a. SoitneNette[0;1]. Alors, " > 0et t+ 1> 0 donc

tn tn+1 tn

; < :
+17[t+1 " t+1

4. a. Soit n € Net t € [0;1]. Alors, t < 1 dong, en multipliant par "

tn+1 tn
b. Soit n € N. Pour tout t € [0;1], < donc, comme 0 < 1, par crois-
o t+1 t+1
m 1 n

1
sance de l'intégrale, / ; dt, c’est-a-dire I,,;1 < I,,. Ainsi, la suite
0

dt <
1 S Jot+1

(I,,) est décroissante |

5. La suite (/,,) est décroissante et minorée par 0 donc, par le théoreme de la limite monotone,

(I,) converge vers une limite £ > 0|.

6. Soit n € N. Alors, par linéarité de I'intégrale,

1 4n 1 tn+1 1 tn+1 tn 1 tn+1 tn
h+hﬂz/ dt + &:/ + &:/+&
0 0

t+1 o t+1 t+1 t+1 t+1
1tnt 1 tn—‘rl 1
_/ e+ 1) g 2 /t”dt
t+1 n+10
donc
I, + I = !
n n+1_n+1-

7. Comme lim [, =/, lim [,,; = /¢ donc, par somme, lim [, + I,,,; = 2(. Or, par
n—+o0 n—+o00 n—+00

ailleurs, lim = 0 donc, grace a la question précédente et par unicité de la limite,

n—+oo n +
20 = 0 donc .

8. a. Comme la suite ([,) est décroissante, pour tout n € N, [, < [, donc, d'une
1
part, 20,11 < I, + I,41 donc 21,11 < e et, d’autre part, I,,.1 + I, < 2[,, donc
n

1
n+1

—_

< 21,. Ainsi, |pour tout n € N, 2[,,,1 < < 27,
n

1

_|_
n
b. Soit n € N. Alors, d’apres ce qui précede, < 2nl,. D’autre part, si n > 0, ce
n

+1
1

qui précede assure aussi (en remplagant n + 1 par n) que 27, < — donc 2n/, < 1.
n

De plus, cette inégalité est encore clairement vérifiée lorsque n = 0 donc, finalement,

n
pour tout n € N, —— < 2n/l, < 1|
n+1

n 1 n n 1
c. On en déduit que, pour tout n € N, —— < nl, < -. Or, ————< ~ — ~ =
e p 2(n+1) 27 2(n+1) 2n 2
1
donc lim = et ainsi, par le théoréeme d’encadrement, | lim nl, = —
notoo 2(n 4+ 1) 2 n—r+o0 2

1 1
d. Comme = # 0, on conclut que nl,, ~ = et donc [, ~ — |.
2 2 2n




9.

a. Considérons les fonctions u : t — t" et v :— In(t + 1) définies sur [0; 1]. Alors, u et
v sont de classe € sur [0;1] avec v’ : t — nt" ! et t — ek Ainsi, en intégrant
par parties,

1 1
I, = ["In(t + )]} — / At In(t + 1) dt = In(2) — n/ " Un(t + 1) dt
0 0

donc

I, =In(2) —nK, 1|

. IH(Q) [n+1
b. O déduit , tout n € N, HK, =In(2)—1,,1 donc K,, = — .
n en déduit que, pour tout n I(n+) n(2)—1,. donc T
Or, lim [, = 0 donc lim "~ et lim = 0 dongc, par différence,
n——4o00 n—+oo n, + n—+oo 1, +
lim K,=0|
n—-+00
1)K, I,
c. Pour tout n € N, (n + 1)K,, = In(2) — I,,41 donc (nl—'—n(;) =1- ln/(+21)' Or,
1)K, In(2 In(2
lim 7,1 =0donc lim (n—i-i) = 1. Ainsi, K,, ~ n(2) et donc | K, ~ n(2)
n—-+o0 n—+o0 111(2) n -+ n

Probabilités (2022)

L’objectif de cet exercice est d’étudier la notion de fonction génératrice d’'une variable
aléatoire dans deux cas particuliers. Lorsque X est une variable aléatoire réelle, on note E[X]
I’espérance de X.

A. Etude d’une premiére variable aléatoire

Soit U une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli de parameétre p. On définit V = 2U.
La variable aléatoire V' ne peut donc prendre que deux valeurs : 1 (lorsque U = 0) et 2 (lorsque
U=1).

1.
2.

4.

Montrer que P(V = 2) = p.

Déterminer la loi de V' en fonction de p. On donnera le résultat sous la forme d’un
tableau.

On définit gy = E[2Y]; on a donc simplement gy = E[V]. Calculer la valeur de gy en
fonction de p.

Montrer que si gy = 2, alors la variable aléatoire U suit une loi certaine.

B. Etude d’un autre cas

On se donne a présent une variable aléatoire X a valeurs dans {0, 1,2}. On note p = P(X = 0)
et ¢ = P(X =1). On pose gx = E[2%] et hx = E[(—1)*].

1.

AR

Exprimer P(X = 2) en fonction de p et gq.
On va a présent exprimer hx et gx en fonction de p et de q.
On définit Z = (—1)*. Donner les deux valeurs que peut prendre la variable aléatoire Z.
Calculer P(Z = 1) en fonction de gq.
Montrer que hx =1 — 2q.
Calculer aussi gx en fonction de p et ¢ grace au théoreme de transfert.
Cas particulier : lorsque X suit une loi uniforme sur {0, 1,2}, calculer gx et hx.



C. Caractérisation de la loi

A.

1.

On considere le systeme suivant :

ou x et y sont des inconnues réelles. Résoudre ce systeme.

. On se donne a nouveau une variable aléatoire X a valeurs dans {0, 1,2}. On suppose que

7 1
E[2X] = 3 et B[(—1)%] = 3 Montrer qu’alors X suit la loi uniforme sue {0, 1, 2}.

. Justifier que la variable aléatoire X suit une loi uniforme si, et seulement si, F[2%] = -

et E[(—1)X] = =.

Solution.

Etude d’une premiere variable aléatoire

1. P(V=2)=P(U =1) et, comme U — HA(p), P(U=1) =pdonc|P(V =2) =p|

. Comme V ne prend que les valeurs 1 ou 2, P(V =1)=1— P(V =2) =1 — p donc la loi

de V' est donnée par le tableau suivant :

k 1 2
PV=Ek|1-p|p

. On en déduit que gy = E[V] =1x (1 —p) +2 x p c’est-a~dire |gy =p + 1|

4. Si gy =2 alors p+ 1 =2 donc p = 1. Ainsi, dans ce cas, U < (1) donc U suit une loi

1.

certaine égale a 1.

. Etude d’un autre cas

Les évenements (X = 0), (X =1) et (X = 2 forment un systéme complet d’événements
donc P(X =2)=1—-P(X =0)— P(X =1) clest-a-dire | P(X =2)=1—-p—q|

. Si X est pair alors Z =1 et si X est impair alors Z7 = —1.
. Ainsi, (Z=1) = (X =0)U (X = 2) et cette union est disjointe donc

P(Z=1)=PX=0)+P(X=2)=p+1-p—q

soit |P(Z=1)=1—g¢q|

. On a également P(Z = —1) = P(X = 1)q donc, par définition,

hx = E[Z] = (~1) x g + 1 x (1 q)

c’est-a-dire |hx =1 — 2¢q|.

. Par le théoreme de transfert,

2
gx = E[2%] = ZQkP(X:k:) =2V xp+2'xq+22x(1—p—q)=p+2¢+4—4p—4q
k=0

c’est-a-dire ’gX =4—-3p—2 ‘




1 1 1 7
6. Si X — % ({0,1,2}) alors p=q = 3 donc gy =4 —3 x 3 —2 X 3 c’est-a-dire | gy = 3
1 . 1
ethX:1—2><§smt hX:§.
C. Caractérisation de la loi
1. Notons (5) le systeme de I'énoncé.
1
3—6y=1 6y = =3 Y=
(8) = Y —{ — 3 | =
1292 -6y =7 9r = 5 — 6y Or=5—6x - r =
3
o . ) 11
Ainsi, | 'unique solution de (.S) est (3 : 3) .
X 7 X 1 3 N , . 7
2. Comme E[2*] = 3 et E[(—1)*] = 3 d’apres les résultats de la partie B., 4 —3p—4q = 3

1
et 1 —2¢ = 3 en posant p = P(X = 0) et ¢ = P(X = 1). Ainsi, d’apres le résultat

1 1
de la question précédente, p = ¢ = 3 et donc P(X =2)=1—-p—¢q= 3" Des lors,
P(X =0)=P(X =1)=P(X = 2) donc | X suit une loi uniforme sur {1,2,3} |

7
3. Si X suit une loi uniforme sur {1,2, 3}, d’apres la question B.6., F[2X] = 3 ¢t E[(-1)X] =

7 1
3 Réciproquement, si F[2%] = 3 et E[(=1)%] = 3 alors, d’apres la question précédente,
X suit une loi uniforme sur {1, 2, 3}.
Ainsi, on conclut que

7 1
X suit une loi uniforme sur {1,2,3} si et seulement si E[2¥] = 3 ot E[(-1)¥] = 3|

Probabilités (2019)

Soit f la fonction définie sur R par :

. o . ,
o=
1. Valeur de a
a. On pose [ = /7T sin?(z) dz et J = /7r cos?(z) dz. Calculer 1 + J.
b. Donner la dér(;vée de la fonction xo — %sin(2x) sur R; en déduire la valeur de
I'intégrale K = /7r cos(2x) dx.
c. Montrer que l’onoa J—1=0.

d. En déduire la valeur de [I.

e. Déterminer la valeur du nombre réel a pour que la fonction f soit une densité de
probabilité. On conserve cette valeur par la suite.

On considere désormais X, une variable aléatoire de densité f.



2. Espérance de X

a.

b.

C.

d.

Donner une primitive de la fonction z — 1 sin(2z).

En intégrant par parties, calculer I'intégrale / x cos(2z) dx.
0

Trouver des coefficients réels a et 5 tels que, pour tout réel z, on a :
sin?(r) = a + 3 cos(2).

En déduire que la variable aléatoire X admet une espérance que l'on calculera.

3. Fonction de répartition

a
b
c
d

Donner une primitive de la fonction 2 — sin?(z). On pourra utiliser la question 2.c..
Si  est un réel n’appartenant pas a l'intervalle [0; 7], calculer la probabilité P(X < z).
Donner la fonction de répartition de la variable aléatoire X.

Calculer la probabilité de I'évenement (|X| < 7).

Solution
1. Valeur de a

a.

Par linéarité de l'intégrale,

I+J= /7r sin?(x) + cos?(z) do = /7T Ldz = [z];
0 0

done T4 7 =7)

Notons h : 2 — £ sin(2z). Alors, pour tout réel z, h'(z) = 1 x 2cos(2x) = cos(2x).
On en déduit que

K = /07r cos(2x) dx = B sin(2x)yr = ;sin(Qw) - ;Sin(O)

0
donc [ K = 0]
Par linéarité de l'intégrale,

J—1= /ﬂ cos?(x) — sin’(x) dx.
0

De plus, par les formules de duplication, pour tout réel x, cos?(x) — sin?(x) = cos(2x)
donc J —I =K ie |J—1=0]

On en déduit que I = J donc, comme [ + J =m, 2] = wie. | =

T

5

La fonction f est continue par morceaux et positive (si a > 0) sur R donc f est
™

une densité de probabilité si et seulement si / f(z)dx =1 ie. / asin®(z)dr = 1.
R 0

Par linéarité de 'intégrale, on en déduit que f est une densité de probabilité si et

2
seulement si al = 1 i.e. si et seulement si|a = — |.
T

2. Espérance de X

a.
b.

Une primitive de la fonction @ — £ sin(2z) sur R est |z — —7 cos(2z) |.

Considérons les fonctions v : © — xz et v : x +— %sin(Qm) de telle sorte que
v x> 1etv:x— cos(2x). Alors, u et v sont de classe €' sur R donc, en

intégrant par parties,
1

0 1 ™
/ zcos(2x)dr = |z X = sin(Zx)} - / —sin(2z) dz
0 2 0 0o 2

0o [_icos@x)]: =- (‘i - (‘D)




donc /7r xcos(2z)dr = 0|,
0

c. Par les formules d’addition, pour tout réel x, cos(2z) = 1 — 2sin*(z) donc on en

déduit que [sin?(z) = 575 cos(2x) |.

d. Comme f est nulle en dehors de [0;7], X admet une espérance si et seulement si

m
/ xf(z) dzx converge, ce qui est le cas car x — zf(x) est continue sur [0;7]. De
0

plus, par linéarité de l'intégrale,

/(:xf(x)dx: 2/{)7rxsin2(x)dx: Q/OWx(;—;cos(Qx )dx

™ ™

2/ ["x 1 2 ([22]"

donc |E(X) = —|.

3. Fonction de répartition

a. On a vu que, pour tout réel z, sin*(z) = 0s(2x) donc une primitive de

N | —
N | —
(@)

1
x — sin?(z) sur R est] x — g ~ 1 sin(2x) |

b. Distinguons deux cas.

Six<OalorsP(X<x):/x f(t)dt:/JC 0dt donc |P(X <z)=0|

T T 9
Siz>malors P(X <x) = / f(t)dt = / Zsin?(¢) dt donc |P(X < 2) = 1|
—o0 0o

c. Siz € [0;x] alors, d’apres la question a.,

PX <) = [ flr)di= /Oxism%) dt = 2 [; - isin(?t)]z _r ;sin(Qx).

™ ™ ™

On conclut que la fonction de répartition F'x de X est donnée par :

0 siz <0
1
VeeR, Fx(z)= E——Sin(Qx) sixzel0;n]|
™27
1 siz >m
d. Comme (|X|< ) =(-5<X <), ona
P<|X|<”>=P<X<”>—P<X<”>.
2 2 2

Or, X est une variable aléatoire a densité donc P(X < §) = P(X < %) donc

us T U 1 1
PX|<E) =Py (E) =Py (-5) =2 - —sin(n) —
<| | 2> X<2) X< 2) 5~ 5o sin(m) — 0

ie [P(X|<T)=1]




TB2 samedi 16 mars 2024

Mathématiques :
Méthodes de calcul et raisonnement

Durée : 2 heures

L’usage d’une calculatrice est interdit pour cette épreuve.

Chaque candidat est responsable de la vérification de son sujet d’épreuve : pagination et
impression de chaque page. Ce controle doit étre fait en début d’épreuve. En cas de doute, il doit
alerter au plus tot le chef de centre qui controlera et éventuellement remplacera le sujet.

Si, au cours de l’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
stgnale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a
été amené a prendre.

Les trois exercices sont indépendants.

Exercice d’algébre (d’apres le sujet du concours Agro/Véto — voie A-TB — 2017)
On considere la matrice

1 0 -1
A=11 0 -1
2 -1 -1

et f I'endomorphisme de R? canoniquement associé. On utilisera aussi dans cet exercice la

matrice :
01 0

N=10 01
000
Déterminer le rang de f et la dimension du noyau de f.
Montrer que le vecteur v = (1,1, 1) forme une base du noyau de f.
Soit v = (0,0, —1) et w = (0,1,0). Montrer que la famille (u,v,w) est une base de R3.
Vérifier que f(v) =u et f(w) =wv.
Donner la matrice représentative de I'endomorphisme f dans la base (u, v, w).

O TP o TP

Soit P la matrice de passage de la base canonique de R? & la base (u, v, w). Donner
I’expression de P.

Exprimer A en fonction de N, P et P71,

Calculer N? et N3.
Montrer que, pour tout entier naturel n > 3, N" est la matrice nulle.

w
o T p &

Déduire des questions précédentes, pour tout entier naturel n, la valeur de A™.



Solution.

1. a. Premiere méthode. Considérons le systeme

r—2=0 Ly
(S)Sax—2=0 Lo
20 —y—2=0 L3

associé a la matrice A. Alors,

r—z=0 Ly r—2z=0 Ly
(S)<:> 0=0 Lo+ Ly— L <= —y+2=0 Lo+ Ls
—y—|—Z:O L3+ Ly —21, 0=0 L3+ L,
Le dernier systeme est échelonné et contient 2 pivots donc rg(A) = 2 et ainsi

rg(f) =2}

Seconde méthode. On sait que le rang d'une matrice est la dimension de I’espace
engendré par ses colonnes. Comme le rang d’une matrice est égal au rang de sa
transposée, c’est aussi la dimension de l'espace engendré par ses lignes. Or, ici,
les deux premieres lignes sont identiques et la troisieme ligne est clairement non
proportionnelle a la premiere donc les lignes de A engendre un espace de dimension 2.
Ainsi, rg(A) = 2 donc |rg(f) =2

Par le théoréme du rang, on en déduit que dim(ker(f)) = dim(R?) —rg(f) =3 -2
donc |dim(ker(f)) = 1|

1 1-1 0
b. Comme A|1]| = 1-1 = (0|, f(u) = (0,0,0) donc u € ker(f). Ainsi, u
1 2—-1-1 0

est un vecteur non nul de ker(f) donc, comme dim(ker(f)) = 1, on conclut que
(u) est une base de ker(f) |.
c. Considérons des réels a, b et ¢ tels que au+bv+cw = 0. Alors, (a,a+c,a—b) = (0,0,0)
donca=0,a+c=0et a—b=0. Onen déduit quea=0,c=—-a=0etb=a=0
donc a = b = ¢ = 0. Ainsi, (u,v,w) est une famille libre de 3 vecteurs de R3. Comme

dim(R?®) = 3, on conclut, par théoréme, que | (u,v,w) est une base de R?|.

0 1 0 0
2. a. Comme A| 0 | =[1],|f(v)=u|et,comme A|[1]|=1| 0 |,|f(w)=0v|
—1 1 0 —1
b. Comme f(u) = (0,0,0), f(v) =wu et f(w) = v, la matrice de f dans la base (u, v, w)
est

010
0 01
0 0 0

Autrement dit, |la matrice de f dans la base (u,v,w) est N|.

c. Par définition,

0
0

1
P=11
1 -1

o = O

d. D’aprés le formule de changement de bases, N = P~'AP donc |A = PNP~!|



0 0 1
3. a. Lecalcul donne |[N2= |0 0 0| et N? =05|
0 0 0

b. Soit un entier n > 3. Alors, N® = N3N" 3 = 03N 3 = (0.

Ainsi, | pour tout entier n > 3, N3 = 05|,

c. Pour n =0, A° = I3 par convention. Pour n = 1, A' = A. Pour n = 2, le calcul donne

-1 10
A2=1-1 1 0
-1 10

Par propriété, pour tout entier naturel n, A® = PN"P~! donc, pour tout entier
n =3, An:p()gp_l:()g.

Alinsi, on conclut que

1 0 -1 -1 1 0
A= Al=11 0 -1 A2=]-110 Vn >3, A" =05
2 -1 —1 -1 1 0

Exercice de probabilités (d’apres le sujet du concours Agro/Véto — voie A-TB — 2016)

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Une urne contient n jetons numérotés de 1 a
n. On tire deux jetons de I'urne au hasard.

On étudie dans la premiere partie de 'exercice le cas d’un tirage avec remise et, dans la
seconde partie, le cas d'un tirage sans remise lorsque 'urne contient quatre jetons. Les deux
parties sont indépendantes.

1. Cas d’un tirage avec remise
On note X; le variable aléatoire égale au numéro de premier jeton tiré, et X, la
variable aléatoire égale au numéro du second jeton tiré. On appelle M la variable aléatoire
égale au plus grand de ces deux numéros.
a. Montrer que la variable aléatoire X suit une loi uniforme sur un ensemble a préciser.
Donner, de méme, la loi de X5.
b. Justifier que les variables aléatoires X; et X, sont indépendantes.
c. Soit ¢ un entier naturel compris entre 1 et n.
i. On note A4; 'événement (X; < i) et B; I'événement (Xp < 4). Décrire par une

i
phrase en francais ces éveénements. Montrer que P(A;) = —. Calculer de méme
n
P(By).
ii. Décrire, en frangais, '’évenement A; N B;. Calculer la probabilité de cet événement.
iii. On appelle F); la fonction de répartition de la variable aléatoire M. Rappeler la
définition de F);. Donner ensuite la valeur de Fj; (7).
iv. Déduire de ce qui précede que, pour tout entier ¢ compris entre 1 et n, on a
2 — 1
n2

P(M = i) =

2. Cas d’un tirage sans remise, avec n = 4.

On suppose dans cette partie que 'urne contient n = 4 jetons. On suppose aussi que
le tirage est sans remise : le premier jeton n’est donc pas remis dans 'urne avant le tirage
du second jeton.

On appelle Y; le numéro du premier jeton tiré et Y5 le numéro du second jeton tiré. Il
est clair que Y; suit une loi uniforme sur 'ensemble {1,2,3,4}, ce que I'on pourra utiliser
dans la suite.



a. Soit j un entier naturel compris entre 1 et 4. Justifier que :
1 . .
, 28] €12,3,4
P(Y2:1|Y1=])={3.. 23,4}
O0sijg=1
1
b. En déduire que P(Yo, =1) = 7 On pourra employer la formule de probabilités totales.
1
On peut montrer de la méme fagon que, pour tout ¢ € {2,3,4}, P(Ys = 1) = 1
On admet ce résultat et on pourra 'utiliser dans la suite.
c. Donner alors la loi de Y5 ainsi que I'espérance de cette variable aléatoire.
d. Donner, sans justification, la loi conjointe du couple (Y7, Y5). On pourra représenter
cette loi sous forme d’un tableau a double entrée.
e. Calculer la covariance du couple (Y7, Y3).
Solution.
1. a. Comme on effectue un tirage au hasard dans un ensemble de n jetons numérotés de 1
a n, | X; suit une loi uniforme sur [1,n] |
Comme il y a remise du jeton tiré,
b. Comme il y a remise du jeton tiré, les deux tirages sont indépendants donc les variables
aléatoires | X7 et X5 sont indépendantes ‘
2. a. L’évenement A; est « le premier numéro tiré est inférieur ou égal a ¢ ». Comme les
évenements de la forme (X; = k) sont mutuellement incompatibles, on en déduit que
= k=11 T n
Lo, | P(A) 1
1.e. i) = — |
n
L’évenement B; est « le second numéro tiré est inférieur ou égal a ¢+ ». Comme X,
1
et X, ont la méme loi, | P(B;) = P(A;) = — |
n
b. L’évenement A; N B; est « les deux numéros tirés sont inférieurs ou égaux a i ».
Comme X et X5 sont indépendantes, A; et B; sont indépendants donc P(A;NB;) =
2
c. Par définition, | pour tout réel z, Fy,(xz) = P(M < z)|.
Ainsi, Fpy(i) = P(M < i). Or, dire que (M < 1) signifie que X; et X, sont
2
1
inférieures ou égales a i donc (M < i) = A; N B;. Ainsi, | Fa (i) = — |
n
d. Pour tout entier ¢ compris entre 1 et n,

P(M =1i)=P(M <i)— P(M <i—1)= Fy(i) — Fp(i — 1)
2 (i—1)?% P2—(2-2i+1)

n2  n2 - 2
P2 —24+2i—1

2

n

n

donc | P(M =1i) =




. SiY; =1 alors le premier jeton tiré est le numéro 1 donc, comme il n’y a pas remise,
il n’est plus possible de tirer ce jeton au second tirage. Ainsi, P(Yo =1]Y; =j) =0.
Si Y] > 2 alors il reste dans 1'urne trois jetons pour le second tirage dont le jeton
1
1 donc, comme il y a équiprobabilité des tirages, P(Yo=1]|Y; =j) = 3 sij > 2.

Alinsi,

5 sije{2,3,4}
Osijg=1

P(Yzzl\lej)Z{

. Comme (Y7 = j)je(1,2,34} est un systeme complet d’évenements, d’apres la formule
des probabilités totales,

4 4
1 .
ZPYl—J (Yo=1|Y1 =) ZZZPYzzlllej)
j=1 j=1
! {0 t3+3 +
T4
1
et donc|P(Ya=1) = 1l
1
. Comme Y5(Q2) = {1,2,3,4} et, pour tout i € {1,2,3,4}, P(Yy = i) = 7 on peut
affirmer que | Y3 suit une loi uniforme sur {1,2, 3,4} |.
PE , 1+4 . )
Par théoreme, l'espérance de Y; est E(Y3) = ie |E(Y,) = 2t
. La loi conjointe est donnée par le tableau suivant :
Y1 Loi
Y, 1 2 3 4 de Y,
! 0 | % |5 | 35| 3
1 1 1 1
2 2| 0% | 35| 1
1 1 1 1
3 i | O] 3
1 1 1 1
4 |1z || 9] g
Loi de V] % i i % 1
e. Par la formule de Konig-Huygens, Cov(Y1,Y2) = E(Y1Ys2) — E(Y1)E(Y,). Par le
théoreme de transfert pour le produit,
4 4
E(Y1Ys) ZZ ijP(Y1 =1, = j)
1
=5 Ix(2434+4)+2x (1+3+4)+3x(1+2+4)+4x(1+2+3)]
9416421424 35
B 12 G
35 5\ 2x35—-3x25 5)
Yi,Y5) = —— (2] = it Y,Y5) = ——|
donc Cov(Y7,Y5s) 5 <2> P soit | Cov(Y7, Ys) P




Exercice d’analyse (d’apres le sujet du concours Agro/Véto — voie A-TB — 2010)
Pour tout entier naturel n, on considere

1
I, = / z"In(z + 1) dz.
0

1. a. Montrer que la fonction F' : x — (x + 1)[In(x + 1) — 1] est une primitive sur
]—1;400[ de la fonction f: 2z +—— In(x + 1).
b. Déduire de la question précédente la valeur de 1.

2. a. Justifier que
2

1
=r—1 .
r+1 v +91:+1

Vo € |—1;4o0],
1 2
b. Calculer J = /
o x+1

c. En utilisant une intégration par parties, montrer que

dx.

I = = [In(2) — J].

N | —

En déduire la valeur de ;.

Justifier que, pour tout n € N, I,, > 0.

Démontrer que la suite (I,,) est décroissante.

Que peut-on déduire des deux questions précédentes ?

e

Démontrer que
In(2)

n+1

VneN, I[,<

e. Déduire des questions précédentes la limite de la suite (1,,).

Solution.

1. a. La fonction F' est dérivable sur |—1;+4o00[ comme composée et produit de fonctions
dérivables et, pour tout réel x > —1,

F'l(z)=1x[In(x+1) = 1]+ (2 + 1) x

x—li—l =ln(z+1)—1+1=In(z+1) = f(x)

donc | F est une primitive de f sur |—1;+o0[|.

b. Ainsi,

I = /(;1 In(z + 1) dz = [F(2)]}) = 2(n(2) — 1) — 1(In(1) — 1) = 2In(2) — 2+ 1

soit | Ip = 21n(2) — 1.
2. a. Soit z > —1. Alors,

7 x2—1—|—1_(m—1)(:z:+1)+ 1

r+1  z+1 z+1 x+1

x? 1

=z—1 }
r+1 v +x+1

donc




. On en déduit que

2 1

1 1 T 1
J:/ 1 de=|Y —z4lm@E+1)] =2 —1+Wn2) -0
7 —i—x+1 x 5 x+In(z + )0 5 + In(2)

soit | J = In(2) — 5t

2
x
. Considérons les fonctions u : x — 5 et v:x+— In(z + 1) de sorte que v’ : & — x

1
et v x— poEE On définit ainsi deux fonctions de classe € sur |—1; +oo[ donc,
x

en intégrant par parties,

2

1 I | 1 11 a2
b= [t dr= [+ 0] - [ Tt ar =ty [ e
0 0 0

2 z+1 2 2Jo x+1

Ainsi, | [} = - [In(2) — J] |

DO | —

. 1 1\7 . 1
. Des lors, I} = 3 {ln(Z) — (ln(2) — 2)] ie. |, = .

. Soit n € N. Pour tout z € [0;1], 2" > 0 et x +1 > 1 donc In(z + 1) > 0 donc
2" In(x+1) > 0. Comme 0 < 1, par positivité de I'intégrale, on en déduit que .
. Soit n € N. Pour tout = € [0;1], z < 1 donc, en multipliant par 2" In(z + 1) > 0,
" n(x+1) < 2" In(z+1). Comme 0 < 1, on en déduit, par croissance de l'intégrale

1 1
que / 2" n(r +1)dr < / 2" In(z)dz ie. Iy < 1.
0 0

On conclut que | (/,,) est décroissante |.

. Les deux questions précédentes montrent que (I,,) est décroissante et minorée par 0

donc, d’apres le théoreme de convergence monotone, | (I,,) converge |.

. Soit n € N. Pour tout € [0;1], z < 1 donc x + 1 < 2 donc, par croissance de In
sur ]0;4o00[, In(x 4+ 1) < In(2) et, en multipliant par 2" > 0, 2" In(z + 1) < 2™ In(2).

1 1
Ainsi, comme 0 < 1, par croissance de l'intégrale, / 2" In(z +1)dz < / 2" In(2) dz
0 0

1
i.e., par linéarité, I, < 111(2)/ 2" dx.
0

Or,
1 In-i—l 1 1 1
/Ox ‘ [n—l—ll n+1 n+1

In(2)

donc | [,, < )
n+1

. Or, lim In(2)

. Ainsi, pour tout n € N, 0 < [, <
n4+1 n—+oon 4 1

= 0 donc, par le théoreme

d’encadrement, | lim [, =0]|
n—-+0o0o

Fin du sujet
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Mathématiques :
Méthodes de calcul et raisonnement

Durée : 2 heures

L’usage d’une calculatrice est interdit pour cette épreuve.

Chaque candidat est responsable de la vérification de son sujet d’épreuve : pagination et
impression de chaque page. Ce controle doit étre fait en début d’épreuve. En cas de doute, il doit
alerter au plus tot le chef de centre qui controlera et éventuellement remplacera le sujet.

Si, au cours de l’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le
stgnale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a
été amené a prendre.

Les trois exercices sont indépendants.

Exercice d’analyse (d’apres le sujet du concours Agro/Véto — voie A-TB — 2018)

Pour tout réel x, on pose P(z) = 2® — 3z% + 5x — 5 et f(x) = (2® — 32* + 5x — 5)e”.
On admet que les fonctions P et f sont dérivables sur R.

1. Calculer, pour tout réel z, P'(x) puis P'(z) + P(x).

2. Calculer, pour tout réel x, f'(x).

3. Soit z un nombre réel. Factoriser 23 — x.

4. Tracer le tableau de variations de f. On fera apparaitre les limites de f en 400 et en
—00.

5. Justifier que, pour tout = € [—1;1], f(x) < 0.

6. Montrer que f réalise une bijection de [1; +o0[ vers [—2e; +00].

7. Donner le signe de f sur |—oo; —1].

8. Combien 'équation f(x) = 0 admet-elle de solutions?

9. Montrer que 'équation 2 + 5z = 322 + 5 admet une unique solution sur R et que celle-ci
est comprise entre 1 et 2.

Solution.

1. Pour tout réel z, | P'(x) = 32% — 62 + 5| et P'(x)+ P(x) = 32> — 6z +5+ 23— 32?4+ 52 —5
ie |P'(x)+ P(x)=a2%—z|

2. Pour tout réel z, f(x) = P(z)e* donc f'(z) = P'(x)e” + P(x)e*) = (P'(z) + P(x))e” et
ainsi | f'(z) = (2 — z)e”|.




3. 2 —rx=x(2*>—-1)donc |z’ —z=x(x —1)(z+1)|

4. Au voisinage de +o00, P(z) ~ 23 donc f(x) ~ x3e® et, par produit, E&n f(z) = +oo.

De méme, au voisinage de —oo, P(z) ~ 2% donc f(x) ~ z3e® et, par croissances
comparées, lim f(z)=0.
Tr——00

On aboutit donc au tableau de variation suivant :

x —00 —1 0 1 +00
signe de x — — 0 + +
signe de x — 1 — - — 0 +
signe de x + 1 — 0 + + +
signe de e” + + + +
signe de f'(x) -0 + 0 - 0 +
v 0 -5 +00
ariations
o \ / \ /
—14et —2e
5. Le maximum de f sur [—1;1] est —5 donc, | pour tout =z € [—1;1], f(z) < 0]|.
6. Sur [1;+oo[, f est continue (car dérivable) et strictement croissante. De plus, f(1) = —2e
et 1_1}111 f(x) = 400 donc, par le théoreme de la bijection, f réalise une bijection de

[1; 400 sur [—2e; 400

7. La fonction f est strictement décroissante sur |—oo;—1] et lim_f () = 0 donc on

conclut que | pour tout x € |—o0; —1], f(z) < 0|

8. D’apres ce qui précede, pour tout = € |—oo; 1], f(z) < 0 donc 'équation f(x) = 0 n’a pas
de solution dans |—oo; 1[. Par ailleurs, f réalise une bijection de [1;+oo[ sur [—2e; +o0]
et 0 € [—2¢;4o00| donc f(z) = 0 posséde une unique solution a € [1;400].

On conclut que |« est I'unique solution 'équation f(z) =0 sur R|.

9. Comme la fonction exponentielle ne s’annule pas sur R, f(z) = 0 équivaut a 2® — 322 +
bz —5 =01ie P(x)=0. Ainsi, |« est 'unique solution de P(x) =0 sur R |.
De plus, f(1) = —2e < 0 et f(2) =e? > 0 et f est strictement croissante sur [1;+o00]

donc |a € |1;2[|.

Exercice d’algebre (d’apres le sujet du concours Agro/Véto — voie A-TB — 2021)

Dans cet exercice, les matrices sont toutes de taille 3 x 3 et a coefficients réels. En cas de

besoin, on pourra noter I3 la matrice identité, et %, la base canonique de I’espace vectoriel R3.
1 1 2

On considere la matrice A= |0 3 1|. On note u ’endomorphisme de R? canoniquement
0 0 4

associé a A.
1. Vérifier que le vecteur (1;0;0) est un vecteur propre de u associé a la valeur propre 1.

2. Démontrer que 4 est valeur propre de u et donner un vecteur propre associé.



3. Sans justifier, donner un réel a tel que le vecteur (a;1;0) est vecteur propre de u associé
a la valeur propre 3. (On demande seulement la valeur correcte de a).
Les trois questions précédentes permettent de montrer que A est diagonalisable : on
l'admet ici.
4. Sans justifier, donner une matrice D diagonale et une matrice P, inversible vérifiant les
deux conditions suivantes :

~ D= P;'AP,
1 a =z

— la matrice Py est de la forme Py = |0 1 yo | ou a est le réel trouvé plus haut, et
0 0 20

X0, Yo €t zg sont trois réels que 1’on précisera.

(On demande seulement les expressions correctes de D et de Py sans justifications.)
On rappelle que u désigne ’endomorphisme de R? canoniquement associé a la matrice

A.

Soit F' I’'ensemble suivant :
F={(z;y;2) e R |u(x,y,2) = 4(z,y,2)}.

5. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R3.

6. Donner une base de F.

Soit (z;y;2) € R®. On définit la matrice M, , , = , oul a est le réel trouvé a la

o O =
O = Q
INEENSI

question 3.
7. Calculer le produit suivant : M, , . x D. Calculer aussi le produit : A x M, .

8. Soit (x;y;2z) un vecteur de R3. Montrer que le vecteur (x;y;z) appartient a F si, et
seulement si, on a la relation My, ., x D = A X M, ..

9. Soit @ une matrice inversible telle que D = Q~1A(Q. A-t-on obligatoirement Q = Py ?

Solution.
1 1

1. Etant donné que (1;0;0) n’est pas nul et que A | 0| = | 0], le vecteur (1;0;0) est un
0 0

vecteur propre de u associé a la valeur propre 1.

2. On cherche un vecteur non nul v = (x;y; z) tel que u(v) = 4v. Matriciellement, cette
égalité se traduit par

r+y+2z=4x
. . Y —3r+y+2z=0 r=1y
Alyl =4ly| <= <3y+2z=4y — =
< < 4z = 4z ==Y Y

On voit que (1;1;1) est une solution non nul donc 4 est valeur propre de u et un vecteur
propre associé est (1;1;1).

3. |a= 1| (car siw = (a;1;0) vérifie u(w) = 3w alors en égalant les premiére coordonnées
dans la base canonique on obtient a + 1 = 3a).
100 141
4. | D=10 3 Of|et|FR=(0 1 1
00 4 0 01




5. Par définition, F est le sous-espace propre associé a la valeur propre 4 donc, par théoreme,

‘F est un sous-espace vectoriel de R? ‘

6. Le calcul de la question 2. montrer que F' = {(y;y;y) € R® |y € R} = Vect((1;1;1))
donc |v = (1;1;1) forme une base de F'|

7. D’une part,
1 1 2\ (100 1 3 4z
Myy.xD=101 y||0 3 0]=(0 3 4y
0 0 z)\0 0 4 0 0 4z
et, d’autre part,
11 2\ /1 5 z 1 2 z4+y+2z
AXMyy,=10 3 1[0 1 y|=[0 3 3y+=z
0 0 4/\0 0 =z 0 0 4z
8. D’apres la question précédente,
4 rT+y+ 2z x T
My XD = AxM,,. = 4y | = 3y+z —=dly|=Aly| <= (z;y;y) €
4z z z

Ainsi, | M, ,, . x D =A X M, , si et seulement si (z;y;y) € F'|.

9. La réponse est non. Par exemple, (2;2;2) € F donc, d’apres la question précédente,
Mjs9 x D= A X My, De plus Moo est inversible car est triangulaire et aucun de ses
termes diagonaux n’est nulle donc D = M2_721’2AM27272. Pour autant, Ms49 # P.

Exercice de probabilités (d’apres le sujet du concours Agro/Véto — voie A-TB — 2003)

Dans tout 'exercice, p est un réel strictement compris entre O et 1 et ¢g=1—p

+oo
1. a. Justifier que la série Y pg™ est convergente et calculer Z pq".
n=0
b. Justifier la convergence des séries quk_l et Zk‘(k‘ — 1)¢*% et rappeler (sans

+o0o +oo
démonstration) les valeurs de Y k¢" ' et de Y k(k —1)¢" 2.
k=1 k=2
2. On considere une variable aléatoire X a valeurs dans N telle que

VneN, P(X =n)=pq".

+00
. Vérifier que > P(X =n) = 1.
n=0
b. Montrer que X admet une espérance et la calculer.

¥

c. Montrer que la variable aléatoire X (X — 1) admet une espérance et la calculer.

d. En déduire que X admet une variance et que V(X) = %
p

3. Pour tous réels = et y, on définit la matrice

r+1
e =" )

a. Démontrer que, pour tous réels = et y, la matrice M (x,y) n’est pas inversible si et
seulement si
(z+1+y)(z+1—y)=0.



b. En déduire que, pour tous entiers naturels n et m, M (n, m) n’est pas inversible si et
seulement si n +1 —m = 0.
4. On considere une variable aléatoire Y définie sur le méme espace probabilisé (€2, A, P)
que la variable aléatoire X de la question 2.. On suppose de plus que Y a la méme loi
que X et que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes.

Pour tout w € €2, on pose
Z(w) = M(X(w),Y(w)).

On admet que Z est une variable aléatoire définie sur € et a valeurs dans .#5(R) et on
considere I’événement A : « Z n’est pas inversible ».

+o0
a. Montrer que A= J (X =n)N (Y =n+1)).
n=0
P _ bq
b. En déduire que P(A) = ——.
I+gq

Solution.
1. a. La série pq" est égale a la série qu”. Or, comme 0 <p <1, —1 < —p < 0 et donc
0<1—p<1lie. qe€]l0;1]. Des lors, par propriété, la série géométrique Zq" est

convergente. On en déduit que qu" converge et donc |pq" est convergente ‘ De
plus,

+oo +00 1
> pd"=p) ¢"=pX 1=
n=0 n=0 —q

T IS

—+00
donc Z pq" = 11|
n=0

b. Comme ¢ € ]0; 1], les séries géométriques dérivées premiere et seconde Z kg" 1 et

™= 1 1
> k(k—1)¢"* donc convergente. De plus, par théoréme, | Y k¢" ' = (e ==
k=1 -4
400 9
_ q
et E(k—1)¢" 2= —— = % |.
kZ::Q (1—-¢q? p?
+00 +00
2. a. D’aprés le résultat de la question 1.a., > P(X =n) =Y pg" =1 donc on a bien
n=0 n=0

Jri:oP(X:n)zl.

b. La variable aléatoire X admet une espérance si et seulement si la série Z nP(X =n)

converge i.e. si et seulement si la série anq" diverge. Or, pour tout n > 1,

Yokpd* =pgd k"t —— pgx 5 ==,
k=0 k=1 e pep

Ainsi, X admet une espérance et | E(X) = 1/

c. Par le théoréme de transfert, la variable aléatoire X (X — 1) admet une espérance si
et seulement si la série  n(n — 1)P(X = n) converge i.e. si et seulement si la série

> n(n —1)pg" diverge. Or, pour tout n > 2,

n n 2 2(]2
E(k—Dpd" =p® > k(k—1)¢"? —— pg® x = = .
];) ( ) kz::I ( ) n—+00 p3 p?



Ainsi, X(X — 1) admet une espérance et | E(X (X — 1)) = 24 |

. Comme X? = X (X — 1)+ X, par linéarité, on en déduit que X? admet une espérance
et que
_ 2 a2+
P op I
Par le théoreme de Konig-Huygens, on en déduit que X admet une variance et

E(X?) = E(X(X — 1)) + E(X)

2 2 9 9 9
V(X):E(XQ)_E(X)QZM_<Q> 2 +pe—q" 4 +pq:q(q+p)

p? P p? p? P>

donc, comme p+ ¢ =1 donc |V(X) = 4]

P2
. Soit z et y deux réels. Alors, M (x,y) n’est pas inversible si et seulement si det(M (z,y)) =
0. Or,

det(M(z,y)) = (z+ 1) -y’ =(z+1+y)(xz+1—y)

donc | M (x,y) n’est pas inversible si et seulement si (x + 14+ y)(x +1—y) =0|

. Soit n et m deux entiers naturels. Alors, n > 0 et m > 0 donc n+ 1+ m > 0 et ainsi
(n+m+1)(n+m—1) = 0 si et seulement si n +m — 1 = 0. On en déduit que

M (n,m) n’est pas inversible si et seulement si n 4+ 1 —m = 0]|.

. Comme X et Y sont a valeurs dans N, d’apres le résultat de la question 3.b., A =
(X 4+1-Y =0). Ainsi, comme ((X = n)nen) est un systeme complet d’évenements,

A= UO(X:n)DA:UO(X:n)ﬂ(X—l—l—Y:O) = GO(X:n)ﬂ(n—i-l—Y:O)

n=0

ie. A:JDZ((X:n)ﬂ(Y:n—i-l)).

. Comme ((X = n),en) est un systeme complet d’évenements, I'union précédente est
une union disjointe donc

400
P(A) = Z P(X=n)n(Y =n+1)).
n=0
De plus, les variables aléatoires X et Y sont indépendantes donc
+00 +o00 ) +o00 )
P(A)=> P(X=n)PY =n+1)=> pq"p¢""" =p’qD_(¢")"
n=0 n=0 n=0

Or, comme 0 < ¢< 1,0 < ¢*> <1 et donc

1 P*q
P(A) = p*q x = .
W A ()
_ _ Pg
De plus, p =1 — ¢ donc on conclut que |P(A) = Tral
q

Fin du sujet



