¢ Révisions — février 2024

Algebre (2016)

Dans tout cet exercice, les matrices considérées sont a coefficients réels. On note, de plus,
dans tout 'exercice :

-2 -1 1 -1 0 0
A=(2 1 7 et D=0 8 0
0 0 8 0 00

On appelle enfin f 'endomorphisme de R? dont la matrice canoniquement associée est A.
1. Diagonalisation de A
a. 1i. Calculer le rang de f.
ii. En déduire la dimension du noyau de f.

iii. Montrer que 0 est une valeur propre de f, et que la famille ((—1,2,0)) est une
base du sous-espace propre associé.

b. i. Déterminer tous les vecteurs (z,y, z) € R? tels que f(z,y,2) = 8(z,y, 2).

ii. Montrer que 8 est valeur propre de f, et donner une base du sous-espace propre
associé a la valeur propre 8. Les coefficients du ou des vecteurs propres formant
cette base seront des entiers.

c. i. Calculer f(1,-1,0).

ii. En déduire une troisieme valeur propre de f, et donner une base du sous-espace
propre associé a cette valeur propre.

d. Montrer que '’endomorphisme f est diagonalisable.

-1 0 -1
e. Onpose P=| 1 1 2 |. Montrer que la matrice P est inversible, et calculer
0 1 0

I'inverse de P.
f. Donner une relation entre P~!, A, P et D.

2. Résolution d’une premiere équation matricielle
On cherche a déterminer toutes les matrice N, de taille 3 x 3, a coefficients réels, telles
que :
(E) N* = D.
a. Question Préliminaire. Résoudre dans R :

i. ’équation 23 = 8, d’inconnue réelle z € R ;

3 = —1, d’inconnue réelle z € R.

ii. I’équation x
b. Soit N une matrice qui vérifie (£). Montrer qu’alors DN = ND.

c. En déduire que la matrice N est diagonale. On pourra commencer par écrire N =

a b c
d e f| et en déduire un systeme d’équation portant sur les coefficients de la
g h 1

matrice N.



d 0 0

d. En écrivant N sous la forme N = | 0 dy 0 | avec (dy,ds,d3) € R, montrer qu’il

0 0 ds

existe une unique matrice N qui vérifie (F), et donner cette matrice.

3. Résolution d’une seconde équation matricielle
On cherche a déterminer toutes les matrices M, de taille 3 x 3, telles que :

(E") M? = A.

a. Soit M une matrice de taille 3 x 3. Montrer que :

M?* = A<= (P"'MP)*=D.

b. En déduire la ou les solutions de (E’).

c. Existe-t-il des matrices M & coefficients réels telles que M? = A?

Solution.

1. a. 1i. Considérons le systeme

ii.

1ii.

—2x—y+z2z=0 I,
(S)S2x+y+T72=0 Ly.

82 =10 Ls
Alors,
—2x — =0 L
Toy+a ' —2r—y+2z=0
(S) <= (82=0 Ly+ Ly+ L < < 0
a—
8z=10 Lg

Le dernier systeme possede 2 pivots donc est de rang 2. On en déduit que rg(A) = 2
donc |rg(f) = 2|.

Par le théoreme du rang, dim(ker(f)) =3 —rg(f) donc |dim(ker(f)) =1}

On sait que ker(f) est I'espace propre associé a 0 donc, comme dim(ker(f)) > 0,
’0 est une valeur propre de f ‘ De plus,

-1 2-2 0
Al 2 | =[-2+2|=]0
0 0 0

donc f((—1,2,0)) = (0,0,0) i.e. (—1,2,0) € ker(f). Comme dim(ker(f)) =1 et
(—1,2,0) # (0,0,0), on conclut que | ((—1,2,0)) est une base de ker(f) |.

i. Soit (z,y,2) € R3. Alors,

T 8z —2r—y+z2=8x
f(:v,y,z)zS(:c,y,z)<:>A Y| = 8y < 2$—|—y+7228y
< 8z 8z = 8z

—10z —y+2=0 PN z=10x +y
20 —Ty+72=0 20 — Ty +7(10x +y) =0

z=10x +y z=1y
<~ <~
722 =0 r=0



Ainsi, Pensemble des vecteurs (z,y,z) € R?® tels que f(x,y,2) = 8(z,y,2) est
{(0,y,9) |y eR}}

ii. D’apres la question précédente, (0,1,1) est un vecteur non nul tel que f(0,1,1)
8(0,1,1) donc ‘8 est valeur propre de f‘. De plus Eg(f) = {(0,y,9) | y € R}

Vect((0,1,1)) donc | ((0,1,1) est une base de Eg(f)|.

i. Comme
1 —2+1 -1
Al-1|l=]12-1 =11
0 0 0

f(1,=1,0) = (=1,1,0)|.

ii. Ainsi, f(1,—1,0) = —(1,—1,0) donc, comme (1,—1,0) # (0,0,0), on conclut que
‘—1 est une valeur propre de f ‘

De plus, on sait que la somme des dimensions des sous-espaces propres est inférieure
ou égale a 3 donc dim(FE_1(f)) < 3 — dim(Ey(f)) — dim(Es(f)) = 1 et, comme
dim(E_1(f)) = 1, on conclut que dim(E_1(f)) = 1. On en déduit que E_;((f) =
Vect((1,—1,0)) donc | (1,—1,0) est une base de E_1(f)|.

. L’endomorphisme f admet 3 valeurs propres distinctes. Comme dim(R?) = 3, on

conclut, par théoreme, que ‘ f est diagonalisable ‘

. La famille (—1,1,0),(0,1,1),(—1,2,0)) est obtenue en concaténant des bases de
E_1(f), Es(f) et Eo(f) (car (—=1,1,0) = —(1,—1,0) engendre également E_(f))
donc, par théoréme, elle est libre. Comme c’est une famille libre de 3 vecteurs de R3,
c’est une base de R3. Dés lors, sa matrice dans la base canonique est inversible i.e.
| P est inversible].

Considérons le systeme

—r—z=a Ly
(S)Sz+y+22=0 Lo
y=c Ls
Alors,
—r—z=a Ly —r—z=a Ly
(S)<:> y==c LQHL3<:> y==c L2
x—i—y—l—?z:b L3 < Lo y+Z:CL+b L3 <+ Ls+ Ly
—r—z=a I r=—-2a—-b+c
< Jy=c Lo = Jy=c
z=a+b—c Lsg< L3— Lo z=a+b—c
-2 -1 1
Ainsi, |[P'=[ 0 0 1
1 1 -1

. Comme P est la matrice de passage de la base canonique a la base formée par des
vecteurs propres associés respectivement aux valeurs propres —1, 8 et 0, on a, par

propriété, | A = PDP~!|.



2. Résolution d’une premiére équation matricielle

a.

b.

i. D’une part, 22 = 8 et, d’autre part, la fonction cube est strictement croissante sur

R donc injective. Ainsi, |1'unique solution réelle de I’équation 2% = 8 est x = 2|,

ii. De méme, (—1)*> = —1 donc |'unique solution réelle de 2° = —1 est x = —1|.

Comme N vérifie (E), N> = D donc DN = N®N = N* = NN? = ND donc

[DN = ND|

a b c
Ecrivons N = | d e f]|. Alors,
g h 1
-1 0 0\ fa b c —a —b —c
DN=|[0 8 0||d e f|l=|8 8¢ 8f
0 0 0/ \g h 1 0 0 0
et
a b c -1 0 0 —a 8b 0
ND=|d e f 0 8 0f=[—-d 8 0
g h 1 0 00 —g 8h 0
Ainsi, comme ND = DN,
—b=28b
—c=10
8d = —d
8f=0
—g=0
8h =0
a 0 0
doncb =c=d=f =9 =h = 0. On en déduit que N = [0 e 0] i.e.
0 0 =
N est diagonale ‘
d 0 O
En écrivant N sous la forme N = | 0 dy 0 | avec (dy,dy, d3) € R?, on a N3 =
0 0 ds
a 0 0
0 d3 0| donc, comme N* =D, d3 = —1, d3 =8 et d3 = 0. On déduit alors de
0 0 d
la question a. que d; = —1, dy = 2 et d3 = 0. Ainsi, la seule matrice possible est
-1 0 0
N=1|0 2 0].Réciproquement, si N est cette matrice alors on a bien N* = D
0 00
-1 0 0
donc|N = 0 2 0] est'unique matrice qui vérifie (E) |.
0 00




3. Résolution d’une seconde équation matricielle
a. Comme A= PDP~ !,

M? =A<+ M*=PDP ' < P 'M*P=D.
Or, par associativité du produit matricielle,

(P'MP)* = (P *MP)(P*MP)(P*MP)
=P 'M(PP Y YM(PP Y YMP
=P 'MLMIMP = P M3P

donc

M*=A<+= (P'MP)»=D|

b. On déduit de la question précédente et du résultat de la question 2. que

-1 0 0 -1 0 0
M=A«—P'MP=|0 2 0|l M=P|0 2 0|P"
0 00 0 0 0
Or,
-10 0 -1 0 =1\ /=1 0 0\ /-2 —1 1
Plo 2 0lPt'=]l1 1 2 0 20|10 0 1
0 00 1 0 0 00 1 1 -1
-1 0 =1\ /2 1 -1
=11 1 2 00 2
0 1 0 00 0
2 -1 1
=12 1 1
0 0 2
2 -1 1
Ainsi, |'unique solution de (E')est M = | 2 1 1
0o 0 2

c. En raisonnant comme précédemment, si M? = A alors (P"'MP)*> = D. Or, en
raisonnant comme dans la question 2., si N> = D alors N est diagonale et ses
éléments diagonaux vérifient d3 = —1, d3 = 8 et d3 = 0. Or, il n’existe pas de
réel dy tel que d? = —1 donc 'équation N? = D n’a pas de solution. On conclut

qu’lil n’existe pas de matrices a coefficients réels M telles que M? = A|.

Algebre (2015)

On définit, pour tout nombre réel a, la matrice :
a—1 -1
Mo = ( 2 a+ 2) '

(z—=1)(x+2)+2=0,

d’inconnue x € R. Résoudre cette équation.

1. a. On considere ’équation :



b. Pour quelles valeurs de a la matrice M, est-elle inversible ?
c. Déterminer, en fonction de a, les valeurs propres de la matrice M,.
2. Donner une base de chacun des sous-espaces propres de la matrice M,.

3. Donner une matrice P inversible, de taille 2 x 2, telle que la matrice P~'M,P est
diagonale.

4. Soit a et b deux nombres réels. Montrer que M, M, = M,M,.

5. Soit n un entier naturel non nul. On considére la matrice A,, suivante :
Ap = M MyMs - - M,

obtenue en effectuant le produit des n matrices My, Mo, ..., M,,. Donner, en fonction de
n, quatre nombres réels a,, b,, ¢, et d, tels que :

6. On considere deux suites (uy,)n>1 et (v,)n>1 telles que uy = —2, v1 = 4 et qui vérifient les
relations de récurrence suivantes :

Vn € N, U1 = (n— Du, — vy, et Una1 = 2up + (n + 2)v,.
Donner, en fonction de n, une expression du terme général u,, de la suite.
Solution.
1. a. Pour tout réel x,

(z—1)(242)4+2 =0 <= 2’ +2r—2-242 =0 <= z(v+1) =0 <=z =0ouz = —1

donc |'ensemble des solutions de I’équation (z — 1)(z +2) +2=0est {0;—1}|

b. Pour tout réel x, det(M,) = (a — 1)(a + 2) 4+ 2 donc, d’apres la question précédente,
det(M,) = 0 si et seulement si a € {0; —1}.

On en déduit que |la matrice M, est inversible si et seulement si a € R\ {0;—1}|.

c. Soit a € R. Un réel \ est valeur propre de M, si et seulement si M — A\, n’est pas
inversible. Or,

o (5 ) () (7 )

On déduit alors de la question précédente que A est valeur propre de M, si et seulement
sia—A=0oua—A=—-lie. A=aoul=a+ 1.

Ainsi,

2. Déterminons une base de E,(M,). Soit (z;y) € R
Dz —y = —r—y=0
Max:ax@(a Jo—y=az — ey S y=-x
y y 2r + (a+2)y = ay 2 +2y =0
o T
Ainsi, on a E,(M,) = {(—x)

((_11>> est une base de E,(M,) |.

les valeurs propres de M, sont a et a + 1 ‘

T € R} = Vect ((_11>> Des lors, on conclut que




Déterminons une base de E, (M,). Soit (z;y) € R
Dr—y=(a+1 9r—y =
Ma(a:):(aﬂ)(x)‘:* (a=-le-y=lathe _ J-22-y=0 =y=-—2
Yy Yy 20+ (a+2)y=(a+ 1)y 20 +y=0
Ainsi Eoo(M,) = T
insi, on a Eqp (M) = { 5.
1
((_2>> est une base de E,1(M,) |

T € R} = Vect ((_12>> Des lors, on conclut que

L ., (1 1 -1 _ (e 0
3. On en déduit que [si P = (_1 _2> alors P~ M, P = (O ot 1> -

4. D’une part,

Mo = (¢ b—1 -1 Jb—1)—2 —(a—1)—(b+2)
S N a—|—2 2 b+2 b —|—2a+2) —2+ (a+2)(b+2)
_fab—a—-0b—1 —a—b—1
204 +2b+2 ab+2a+2b+2

et, d’autre part,
MM — b—1 -1 a—l -1 1 (a—1)—2 —(b-=1)—(a+2)
P2 b42 a+2 (a — +2b+2) —2+ (b+2)(a+2)

_fab—a—-0b—-1 —a—0b-—1
\ 2a+204+2 ab+2a+2b+2

donc ] M, M, = M,M,

Autre méthode. Comme la matrice P ne dépend pas de a, on a M, = P (O a—(i)— 1) P!

b 0
0 b+1

o a 0 1 b 0 -1 _ a 0 b 0 -1
MaMb_P(o a+1>P P(o b+1)P _P<o a+1> (0 b+1>P
o fab 0 (b 0 a 0 _1

_P<0 (a+1)(b+1))P _P<0 b+1> (0 a+1>P

. b 0 -1 a 0 -1 _
_P<0 b+1>P P(o a—l—l)P = MM

E 0
0 k+1

An:PG) g>P—1P<8 g>P—1P<g 2)P‘1...P<3 n3_1>P_1
EIXZES)Q ) (; n%)l)Pl
t

-1
2><3><4><---><(n+1)>P
n! p-1

n+1

et My =P < ) P~! donc

5. Pour tout k € N, M, = P ( ) P~ donc

Il
s

I
s

I
>



2 1
-1 -1

= (G 5) (6 i) (B 5) = St (G2
o 2nl—=(n+1)! n! —(n+1)!
N (—2n! +2(n+1)! —nl4+2(n+ 1)!)

(2! —(n+1)n! n! — (n+ 1)n!
S \=2n!+2(n+ n! —n!+2(n+ 1)n!

Or, det(P) = =2 — (—1) = —1 donc P~! = 11 <_2 _1> = <

1 1 ) et ainsi

soit finalement

A - ((1 —n)n!  —nn! )

2nn!  (2n+ 1)n!

. Notons, pour tout n € N, X,, = (Z”) Alors, pour tout n € N,

n

((n=1Du, —v, ) (n—-1 -1 Up\
Knt1 = <2un +(n+2)v,) 2 n+2)\v,/) My X,
Considérons, pour tout entier n > 2, la proposition P(n) : « X,, = A,_1X; ».

Initialisation. Comme A; = M;, d’apres ce qui précede, Xy = M1 X; = A1 X, donc P(2)
est vraie.

Hérédité. Soit un entier n > 2. Supposons que P(n) est vraie. Alors,
Xpi1 = M, X, = M,(A,_1.X1) = (M, A,_1)X;.
Or, comme M, et M, commutent pour touts réels a et b,
M, A, 1 =M, (MiMy---M, )= MMs---M, M, =A,

donc X1 = A, X; et ainsi P(n + 1) est vraie.
Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout entier n > 2, X,, = A,,_1 X;.
Ainsi, pour tout n > 2,

[ 2=n)n-1)! —(n—=1nm-D1" (-2\ [[-2(2—n)—4(n—1)](n—1)
Xn = (2(n “D)in-1) 2n—1)n- 1)!) ( " ) = ([—4(n 1) +4(2n— D](n — 1)!)

: —2n(n — 1)!
soit X,, = ( dn(n —1)! )

On en déduit que, pour tout entier n > 2, u,, = —2n(n — 1)!. De plus, comme 0! = 1,
cette égalité reste vraie pour n = 1 donc on conclut que

Vn e N w, =—2n(n—1)!




Analyse (2012)

1. Ensemble de définition

x désigne un réel strictement positif.

t
a. Justifier la continuité sur le segment [0; 1] de la fonction t — i_ .
x
1 t
b. En déduire 'existence de l'intégrale / dt.
0o+t

Dans la suite du probléme, f désigne la fonction définie sur |0 ; +oo[ par :

t
dt.

Vo €]0;4o00], f(:z:):/olxi_t

2. Monotonie de la fonction f
a. x et y désignent deux réels strictement positifs tels que z < y.

i. Montrer que :

et et

< .
y+1t x4t

vt e [0;1],

ii. En déduire que f(y) < f(x).
b. Quel est le sens de variation de la fonction f sur |0;+oo[?
3. Limites aux bornes de ’ensemble de définition

a. Commengons par étudier la limite de f en 4oc0.

1 1
i. Montrer que, pour tout réel strictement positif z, 0 < f(z) < f/ e’ dt.
x Jo

ii. En déduire la limite de f en 4o0.

b. Etudions maintenant la limite de f en 0.
1

x+t

1
i. Montrer que, pour tout réel strictement positif x, f(x) > / dt.
0

dt.

11
ii. Calculer /

o x+t
iii. En déduire la limite de f en 0.

4. Représentation graphique
Soit % la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repere orthonormé.
a. Interpréter graphiquement les résultats des questions 3.a.ii. et 3.b.iii.
b. Tracer I'allure de la courbe représentative de f.

5. Equivalent en 0

a. A laide d’un changement de variable, montrer que, pour tout réel x strictement

positif,

flz) = e_‘”/ — du.

T u

b. En remarquant que, pour tout réel u, e* = e — 1 + 1, montrer que :

Vo €]0;+o00], f(x):ex(ln(l—l—;)%—/"jﬂeu_ldu).

u



c. Soit ¢ la fonction de R dans R :

U

siu##0

1 siu=20

U ——

Démontrer que ¢ est continue sur R.

Dans la suite du probleme, ® désigne une primitive sur R de .

etle® —1
du en fonction de ®

. Pour tout réel strictement positif z, exprimer I'intégrale /
et de x. ’

En déduire que /

xX
I’on ne cherchera pas a évaluer.

|

du admet une limite finie quand z tend vers 0, limite que

. En déduire un équivalent simple de f en 0.

Solution

1. Ensemble de définition

a. Les fonctions t — e’ et t — = + ¢ sont continues sur [0; 1]. De plus, comme z > 0,
t

pour tout ¢ € [0; 1], z +¢ > 0 donc, par quotient, [t — est continue sur [0;1] |

T+t

b. L’intégrale d'une fonction continue sur un segment est bien définie donc on déduit de
1 gl

la question a. que |l'intégrale /
0o x+t

dt existe|.

2. Monotonie de la fonction f

a. i Soitt € [0;1]. Comme 0 < x <y, 0<t<z+1t<y+t Par décroissance de la
1

1
fonction inverse sur |0; +o00[, —— < . Dés lors, en multipliant par e! > 0,
y+t x4+t
e! et
< .
y+t x4+t
t et
Ainsi, | pour tout ¢t € [0;1], < .
y+t x4+t

b. Par croissance de l'intégrale (car 0 < 1), on déduit de la question précédente que
t t

L e d L e q
t < tie. | f < )
/oy—l—t /0:)3+t Le. | fy) < J(@)

c. On a montré que, pour tout (z,y) € ]0;+oc[?, si # < y alors f(z) > f(y) donc la

fonction | f est décroissante sur |0; +oof|.

3. Limites aux bornes de ’ensemble de définition

a. 1. Soit un réel x > 0. Alors, pour tout t € [0;1], z+¢ > x > 0 donc, par décroissance

et

>
1
de la fonction inverse sur ]0;+oo[, 0 < e < —. En multipliant par e > 0,
x x
<

on en déduit que, pour tout t € [0;1], 0 < . Ainsi, par croissance de

r+t

1ot 1 /1
I'intégrale, 0 < f(z) < / — dt et, par linéarité, |0 < f(z) < —/ el dt|.
0o x x Jo

- B>




1

ii. Comme / e’ dt est une constante (que I'on peut calculer mais ce n’est pas utile)
0

1 1 /!
et comme lim — = 0, par produit, lim — / e'dt = 0. On déduit alors du

T—+00 z—+oo 1 Jo

théoreme d’encadrement que 1_131 f(z)=0]|

b. i Soit un réel x > 0. Pour tout réel ¢ € [0;1], par croissance de la fonction

exponentielle sur R, e' > e° i.e. e' > 1. Pour tout réel t € [0;1], x +¢ > 0 donc,
t

en divisant 'inégalité précédente par x + t, il vient > . Par croissance

T+t
t

L e L1 |
de Dintégrale, déduit / >/ dt ic. >/ dt .
e I'intégrale, on en déduit que el ie | f(z) > M

ii. Pour tout z > 0 et tout ¢ € [0;1], z + ¢ > 0 donc

r+t

11 1
/0 711 dt = [In(z +t)], = In(z + 1) — In(z)

1
donc / ! dt:ln<m+1).
o r+t T

1
iii. Comme limz 4+ 1 = 1, par quotient, lim vl +00. Or, lim In(X) = +o0
x—0 r—0t T X—+4o00
s : r+1
donc, par composition, lim In ( ) = +4o00.
z—07F xr

Par comparaison, on en déduit que lim+ f(z) = +o0|.
x—0

4. Représentation graphique
a. Comme liril f(z) = 0, I'axe des abscisses est asymptote horizontale a ¢ au voisinage
T—>+00

de +oo et, comme lirél+ f(z) = 400, 'axe des ordonnées est asymptote verticale a €.
z—

b. On obtient une courbe ayant I’allure suivante :

2.5

1.5'_

0.5




5. Equivalent en 0

a. Soit x > 0. On va effectuer le changement de variable u = x +tie. t = u —z. La
fonction ¢ : u — u — x est affine donc elle est de classe ¢! sur R. Ainsi, en posant
t=wu—x,dt = du, lorsque t =0, u = x et lorsque t = 1, u = x + 1 de sorte que

U

rz+1 QU—T r+1
f(x) :/ ©  du :/ e du

u u

et, par linéarité de l'intégrale, on conclut que | f(z) = e_’”/ —du|.

b. Soit un réel x > 0. Alors, par linéarité de l'intégrale,

T+l at s+l v — 1 41 a+1 gt _ ] a1 ]
/ e—du:/ edeu:/ ¢ du—l—/ —du
x u x u T Uu x u

z+1 % ] T+l ¥ _ |
— / ¢ ” du + [In(u)]*™ = / ¢ ” du+1In(x + 1) — In(x)

T+l gt — ] 1
[ e (2

u T

On conclut alors, grace a la question précédente que,

Vo €]0; +oo], f(:c):ex(ln(1+i)+/tx+leu_1du>.

u

c. La fonction ¢ est continue sur R* comme quotient de fonctions continues, le dénomi-

u
nateur ne s’annulant pas. De plus, au voisinage de 0, e* — 1 ~ u donc p(u) ~ — ~ 1.
u

Ainsi, lin% e(u) =11i.e. lin%) o(u) = ¢(0) donc ¢ est continue en 0.
u—r u—r

On conclut que ‘gp est continue sur R ‘

et —1

du = [®(u)]**" cest-a-dire

6. Par le théoreme fondamental de l'analyse, /
x u

x+1 U_l
/ T u=( 1) — )]
T u

La fonction ® est dérivable donc continue sur R. On en déduit que lir% O(x) = P(0) et,
T—

par composition, liH(l) ®(x + 1) = ®(1) donc, par différence de limites, on conclut que
T—

/ du admet une limite finie lorsque z tend vers 0| (cette limite étant égale a
T u

o(1) — ©(0)).

1 1
7. Comme 14— —— 400 et In(X) ——— 400, par composition, In (1 + ) — +00.
Tr z—0t X =400 xr/) T—=+oo

On en déduit, par somme et quotient, que

x+1 u_l
/ ¢ du
=1+ = u 1

1 1
e~ 1In (1 + ) In (1 + > 207
x x

f(x) ~ e “ln <1+i> :

z—0

donc




1 1
En remarquant que, pour tout z > 0, In <1 + ) =1In <x il ) =In(z + 1) — In(x) et

que lig%) In(x 4+ 1) =1In(1) =0, on a en fait In (1 + ) ~ —In(z) et donc

xr /) x—0

f(z) ~ —e®In(z)|.

z—0

Analyse (2008)

1.

Ensemble de définition

22

et déterminer

dt
a. Soit x appartenant a |1 ; +oo[. Justifier 'existence de I'intégrale / (1)
T n
son signe.

22

b. Soit x appartenant & ]0; 1[. Justifier existence de I'intégrale / et déterminer

dt

son signe.

Nous pouvons ainsi définir une fonction numérique f sur R* \ {1} par :

vee R, S = [0

. Etude de la dérivabilité

a. Justifier 'existence d’une primitive H de la fonction t —

1
n(?) sur |1;+oo[, puis

exprimer pour tout réel  appartenant a ]1;+oo[, f(z) en fonction de H(2?) et H(z).
En déduire que f est dérivable sur |1;+4o00] et calculer f’.
Quel est le sens de variations de f sur |1;+o00[?
b. Montrer que f est dérivable sur ]|0; 1] et calculer f’.
Quel est le sens de variations de f sur |0;1[7

. Etude des limites aux bornes de ’ensemble de définition

a. Etude en 0 par valeurs supérieures

Soit z appartenant a ]0; 1[. Montrer que, pour tout ¢ appartenant a [z?; x],

1 < 1 < 1
In(z) = In(t) ~ In(2?)

et en déduire que
x(z —1) z(z —1)
i Sf(@) < ————
2In(x) In(x)
Montrer alors que f est prolongeable par continuité en 0 et préciser la valeur en 0 de
f ainsi prolongée.
La fonction f ainsi prolongée est toujours notée f dans la suite.

f(z)

Que peut-on en déduire sur la fonction f 7 Interpréter géométriquement ce résultat.
b. Etude en linfini

En s’inspirant de la méthode décrite en a., pour tout réel = appartenant a |1 ;+oo],
encadrer f(x).

En déduire la limite de f en 4o00.

A Tl'aide de I’encadrement précédent, montrer que

a pour limite 0 en 0.



c. Etude en 1 par valeurs supérieures

@ dt
Soit z appartenant a ]1;+oo[. Montrer que / = In(2).
T thl(t)

2

z dt

En remarquant que f(x) = / t x @)’ montrer que z1n(2) < f(z) < 2%In(2) et
T n

en déduire 'existence et la valeur de la limite de f en 1 par valeurs supérieures.

d. Etude en 1 par valeurs inférieures

Par un travail similaire a celui de la question précédente, montrer que f(x) a pour
limite In(2) lorsque = tend vers 1 par valeurs inférieures.

e. Prolongement par continuité de f en 1
Montrer que f est prolongeable par continuité en 1 en posant f(1) = In(2).
La fonction ainsi prolongée est toujours notée f dans la suite.

4. Représentation graphique de f

a. Résumer les résultats précédents en dressant le tableau de variations de f (prolongée
par continuité en 0 et en 1).

b. Tracer 'allure de la courbe de f. On pourra utiliser le fait que In(2) ~ 0,69.

Solution

1. Ensemble de définition

a. La fonction In est continue est strictement positive sur |1;+oo[ donc sur [z ;2?] (car
1
In(t)
@ dt
déduit que | l'intégrale / —— existe et est positive.

b. La fonction In est continue est strictement négative sur |0 ; +oo[ donc sur [2%;z] (car

x > 1). Des lors, la fonction ¢ — est continue et positive sur [z;z?%. On en

x € ]0;1[). Des lors, la fonction ¢t — est continue et négative sur [z%;z]. On

In(t)
1 e e dt L . )
en déduit que l'intégrale / 2 Tn(0) existe et est négative et donc, étant donné que
z2 1l
[ lut que | Vintégrate |~ - existe ot est positi
—— = — [ ——, on conclut que |I'intégrale —— existe et est positive.
. In(t) w2 In(t)’ q S ) () P

2. Etude de la dérivabilité

a. Comme on 'a dit précédemment, la fonction ¢t — est continue sur |1 ;400 donc

In(t)
elle admet des primitives sur cet intervalle. En notant H 1'une de ces primitives, par
le théoreme fondamental de I'analyse, on a, |pour tout = > 1, f(z) = H(x?) — H(z)|.

Comme H est dérivable sur |1 ;+oo[, par composition et différence, f est dérivable
sur ]1;+o0o[ et, pour tout z > 1,

! 1.2 / — ! 1 = 1 !
f(x) =2zH'(2°) — H'(z) = 2z X D) @) 2r X Yin(z) ()
ie | fl(x) = Tn(_x; :

Pour tout z > 1, x — 1 > 0 et In(z) > 0 donc f'(z) > 0. Ainsi, on conclut que
f est strictement croissante sur |1 ;400 |.




b. Par le méme raisonnement, ¢t — admet des primitives sur |0; 1] et, en notant

In(t)
H T'une de ces primitives, pour tout = € |0; 1], f(z) = H(2?) — H(z). Dés lors, de la
—1
méme fagon, f est dérivable sur |0; 1] et, |pour tout x € ]0; 1], f'(x) = f @ [
n(w

Pour tout z € ]0;1[, z — 1 < 0 et In(z) < 0 donc f'(x) > 0. Ainsi, on conclut que
f est strictement croissante sur ]0; 1[|.

3. Etude des limites aux bornes de ’ensemble de définition

a. Etude en 0 par valeurs supérieures

Soit t € [z%;x]. Alors, 22 < t < o < 1 donc, par croissance de la fonction In sur
]0; 400, In(z?) < In(t) < In(x) < 0. Des lors, par stricte décroissance de la fonction
1 1 1

< <
In(z) ~ In(t) = In(a?)
2% < z, on en déduit que
z ] z 1 z ]
at< [ oa< [ dt
22 In(z) 22 In(t) 22 In(z?)

donc, en multipliant par —1,

inverse sur |—oo; 0], . Par croissance de l'intégrale, comme

2

/x2 ! dt>/x21d>/x S
o In(z) 7 Je In(t) T Jo In(a?)

1
Or, —— ne dépend par de t donc, par linéarité,
In(x)
| 1 @? 1 2 -1
/ dt = / TP el k)
« In(x) In(x) Ja In(xz) In(x) In(x)
et

| o1 1l _z(xr—1)
/x In(x?) = /x 21In(x) dr = 5/35 In(x) = 2In(z)

Ainsi, on conclut que

x(z —1) z(z —1)
2In(x) J(@) < In(x)
-1 -1
Comme ;ltlir(l) In(z) = 400, par quotient, glclgg)x(li(x)) = xlg%méil(x)) = 0. Par le

théoreme d’encadrement, on en déduit que lin% f(z)=0.
T—

Ainsi, |on peut prolonger f par continuité en posant f(0) =0|.

Pour tout « € ]0; 1], on déduit de 'encadrement précédent, en divisant par = > 0 que

r—1 _ f(z) z-1
21In(x) S x S In(x)

Par le méme raisonnement, on en déduit que lii% @ =0
@ x
— f(0
Autrement, lir% f(:l:)g() = 0 donc | f est dérivable en 0 et f/(0) = 0] On en dé-
x— € —

duit que la courbe de f admet une demi-tangente horizontale au point d’abscisse
0.



b. Etude en linfini

Soit un réel > 1 et soit t € [x;2?%]. Alors, 1 < z <t < 22 donc, par croissance de
la fonction In sur |0;4o0[, 0 < In(z) < In(t) < 111(952) Des lors, par stricte décrois-
1 1 1

sance de la fonction inverse sur |0 ; +o0],

n(@?) S (o) S

. Par croissance de

In(x)

l'intégrale, comme = < 22, on en déduit que

x? 1 x? 1 T
——dt < / ——d < /
/ac In(z?) + In(t) @

et donc, comme précédemment,

2

1

In(x) dt

x(r —1) z(z—1)
21In(x) /() In(x)
Au voisi de + z(r —1) x? . . o 22
u voisinage de +o0, —- - @ () et, par croissance comparée, lim -~ @
—1
400 donc  lim s —1) = +00. Par le théoréme de comparaison, on en déduit que
z—too 21n(x)
i) = ]

. Etude en 1 par valeurs supérieures
1

t

" In(t)’

Soit x > 1. En écrivant
tIn(t)
2

/: /: ln?(t)

Or, comme z > 1, In(x) > 0 et In(2?

dt
tln(t)

= [In(Im())]2"

) > 0 donc

!/

N u
on reconnailt une forme — donc

u

= In(|ln(2?)|) = In(|In(x)]).

x2 dt z2 1
Ltm@:L ﬁﬂa:mm@m—m@@»:mmmm—m@@»
= In(2) + In(In(z)) — In(In(z))
$2
soit finalement / 1 (2)|.
) ) 1 T t z?
Pour tout t € [z;2°], z <t < z* donc, comme —— > 0, < <
tln(t) tin(t) = tln(t) ~ tln(t)
1 2
ie. “Z;(t) < In(7) < tli 0 Par croissance de l'intégrale, on en déduit que
x2 T x? 1 22 1172
at< [ o< [ dt
/x t1n(t) x In(t) « tin(t)
i.e. par linéarité,
2] R
t < < t
x/x ) S T@ s /x t1n(?)
et, ainsi, on conclut que |z In(2) < f(z) < 2*In(2) |
Or, lim xIn(2) = lim 2?In(2) = In(2) donc, par le théoréme d’encadrement,

z—1t z—1t

lim_f (x)

r—1

=In(2) |




d. Etude en 1 par valeurs inférieures

Soit z € ]0;1[. Alors, pour tout ¢t € [2?;z], 2? < t < x donc, comme <0,

tIn(t)

x? t T . T 1 x?

> > el <<
tn(t) ~ tn() = thn) "¢t S In() > tn()
on en déduit que

. Par croissance de l'intégrale,

x 2

T x ]_
/ Loat< [ ——dt<

T ar
2 t1n(t) 22 In(t) 22 t1n(t)

donc

8
~
J—
=
—~
~
~—

donc, finalement, xIn(2) > f(x) > 2% In(2) et, comme précédemment, on conclut par
1

encadrement que lir? f(z) =In(2)|
T— 1"

e. Prolongement par continuité de f en 1

D’apres les questions précédentes, 111{1+ flz) = liql f(z) = In(2), donc on peut
Tr—r T— 1"

prolonger f par continuité en 1 en posant | f(1) = In(2) |

4. Représentation graphique de f

a. On obtient le tableau de variation suivant :

x 0 1 +00
Signe de f'(z) | 0 +
00
Variation de f 1n(2)/
0 /

b. On aboutit a la courbe suivant :



Probabilités discrétes sur un univers fini (2013)

Nous disposons d’une piece faussée et de deux dés équilibrés D1 et D2.

La probabilité d’obtenir pile avec la piece est de —.

Les deux dés ont chacun 6 faces, le dé D1 a 4 faces rouges et 2 blanches, le dé D2 a 2 faces
rouges et 4 blanches.
L’expérience est la suivante :
— nous commencons par jeter la piece,
— si nous obtenons pile, nous choisissons le dé D1, sinon nous choisissons le dé D2, choix
définitif pour la suite de I'expérience,
— ensuite, nous jetons plusieurs fois le dé choisi et, pour chaque lancer, nous notons la
couleur obtenue.
Nous nommons les événements suivants :
— D1 est I’évenement : « nous jouons avec le dé D1 »,
— D2 est ’événement : « nous jouons avec le dé D2 »,
— pour tout entier naturel non nul n, R,, est I’évenement : « nous avons obtenu une face
rouge au n®™¢ lancer du dé choisi ».
1. Quelles sont les valeurs de P(D1)? P(D2)?
Montrer que {D1, D2} constitue un systéme complet d’évenements.
2. Soit n appartenant a N*. Quelles sont les valeurs de Pp;(R,,) 7 de Ppa(R,,) 7
3. Calculer P(Ry).
4. Etablir un lien entre les probabilités Ppi(R1), Ppi(Rz) et Ppi(R; N Ry).
En déduire la valeur de P(R; N Ry).
5. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n,
n
P(RiNRyN---NR,) = 237:12

En déduire, pour tout n appartenant a N*, la valeur de Pr,nr,n.-nr, (Rnt1)-



6. Calculer Pg,ngr,(D1) puis, de maniére générale, pour tout entier naturel non nul n,
montrer que :

27’L
PR1QR2Q...mRn (Dl) — 2n + 2 .
7. Soit n appartenant a N*. Apres n lancers ayant tous amené la face rouge, vaut-il mieux
parier sur le fait que le dé est le dé D1 ou sur le fait d’avoir un face rouge au lancer
suivant ?

Solution

1 2
1. D’apres I'énoncé, |P(D1) = 3 et P(D2) = 3l

Comme D2 = D1, | {D1, D2} constitue un systéme complet d’événements |.

2 1
2. D’apres I'énoncé, | Pp;(R,) = 3 et Ppa(R,) = 3|

3. Comme {D1,D2} constitue un systeme complet d’événements, d’apres la formule de
probabilités totales,

1 2 2 1
P(R1) = P(D1)Ppi(R1) + P(D2)Ppo(Ry) = 3X3tsxg
4
donc |P(Ry) = ol

4. Une fois que le dé a été choisi, les lancers de dés sont indépendants les uns des autres

donc PDl(Rl N RQ) = PDl(Rl) X PDl(RZ) .

2 2 4

Ainsi, Ppi(RiNRy) = = x = = —.
insi, Pp; (R4 2) 3 X 3= 39 o
De la méme fagon, Pps(R1 N Rs) = Ppa(R;) x Ppa(Rq) = X375

Comme {D1,D2} constitue un systéme complet d’éveénements, d’apres la formule de
probabilités totales,

1
- X
3

+ =X

P(R; N Ry) = P(D1)Pp;(R1 NRy) + P(D2)Ppy(R1 NRy) =

O v~

Wl N
Nel i

2
i.e. P(R,l ﬂRz) = § .

5. Soit n € N*. Une fois que le dé a été choisi, les lancers de dés sont indépendants les uns
des autres donc

2 n
Ppi(RiNRyN---NRy) = Ppi(Ry) X Ppi(Re) X -+ Ppy(Ry) = <3>

et
1 n

Comme {D1,D2} constitue un systéme complet d’évenements, d’apres la formule de
probabilités totales,

P(RiNRyN - NR,) =PD)Pp(RiNRaN---NR,) + P(D2)Ppa(Ri NRa N -+ N Ry)

_1X(2)n+2x(1)”_ on +2><1n
3 3 3 3/  3x3" 3x3n




2" 42

soit finalement |P(R; N RaN---NR,) = St

On en déduit que, pour tout n appartenant a N*,

P(RiNRyN---NR,p)  Zpt? _rty2 3
PRiNR2N---NR,)  ZH  3x 3wl 7 2742

PRmRzm---ﬂRn (Rn+1) =

soit finalement

2"t 2

PR1ﬂR2ﬁ---ﬂRn(Rn+l) - m .

6. Par définition,

Py (D) = P(RiNR,ND1)  P(DLPp(RiNRs) 3
it - P(R;1NRy) B P(R; NRy) B

o] X

: 2
soit | Pr,ngr,(D1) = 3l

Soit n € N*. Alors,

p (D1) = P(RiNR;N---NR,ND1) PDOL)Pp(RiNR;N---NR,)
RiNR2N--NRy ~ PR NRyN---NR,) P(RiNR;N---NR,)
_px(@r o1 o2r 3t oom o3

o = X — X = X
2 B e TR TN R T Y

s 2"
c’est-a-dire | Pgr,nr,n-R, (D1) = gl
. o 2"t 4+ 2
7. La question revient a comparer Pgr,nr,n..ar, (Rns1) = m et Pr,rryn-nr, (D1) =
on 2n+1
U ce qui revient a comparer 5 et 2™. Or, pour n > 1, 2 < 2" donc

2l Lot 2" =2"(24 1) =3 x 2"

2n+1 2
et ainsi 3+ < 2™,

Ainsi,

il vaut mieux parier sur le fait que le dé est le dé D1 ‘

Probabilités discrétes sur un univers infini (2007)

a et b désignent des entiers naturels. Le taux de change est de 1,2 dollar = 1 euro.

Regle du Jeu : Marc et Bill jouent a pile ou face.

A chaque lancer, Marc lance 3 picces de 1 euro et Bill 2 pitces de 1 dollar. Ils lancent
simultanément les cinq pieces. On note X le nombre de « face » des pieces européennes et Y le
nombre de « face » des pieces américaines.

A chaque lancer, Marc met en jeu une (nouvelle) mise de a euros et Bill une (nouvelle) mise
de b dollars.

Si X > Y, Marc gagne la partie, qui se termine, et encaisse la totalité des mises; si X <Y,
Bill gagne la partie, qui se termine, et encaisse la totalité des mises; si X =Y, ils lancent a
nouveau les pieéces (non sans avoir rajouté a euros pour Marc, b dollars pour Bill).



1. Quelques calculs préliminaires
+oo

a. Donner le domaine de convergence de la série géométrique Z x™ ainsi que sa somme.
n=0
+oo
b. Pour z € ]—1;1[, déterminer »  na" "
n=1

2. Sur un lancer

a. Donner les lois de probabilités pour chacune des variables aléatoires X, Y et Z =
X-Y.

b. Calculer 'espérance des variables aléatoires X, Y et Z.
c. Calculer les probabilités des évenements [X > Y], [X =Y] et [X <Y].
3. Sur une partie

a. Calculer la probabilité que X =Y au n-ieme lancer.

Pour chaque joueur, calculer la probabilité de gagner la partie au (n + 1)-éme lancer.
b. Pour chaque joueur, calculer la probabilité de gagner la partie.

c. Calculer I'espérance du gain de Marc en dollars (le gain étant le différence entre ce
que l'on a misé et ce qu’on I'a encaissé). En déduire I'autre.

On dit que le jeu est équitable si les deux espérances sont égales.

d. Déterminer a quelle condition le jeu est équitable et donner I'espérance commune
dans ce cas.

Solution

1. Quelques calculs préliminaires

a. Par théoreme, la série géométrique +2<>:0 x™ converge si et seulement si x € |—1; 1] et,
oo 1 "
dans ce cas, nz:%x" =1
= 1
b. Par théoréme, pour z € |—1;1], ;nm”’l = m .

2. Sur un lancer
a. X = 2([0,3]) et Y — Z(]0,2]).

Pour la loi de Z, on peut faire un tableau a double entrée donnant les valeurs de Z en
fonction de celles de X et Y :

o
[\]
N W W

Ainsi, Z(Q2) = [-2, 3]. De plus,

e P(Z =-2) =P(X =0,Y = 2) et, comme les lancers de Bill et Marc sont
1 1 1
indépendants, P(Z = -2) =P(X = 0)P(Y =2) = 1 X 3= 1o



e P(Z=-1)=P(X=0,Y=1)U(X =1,Y = 2)) et, cette union est disjointe
donc P(Z=-1)=P(X =0,Y =1)+P(X =1,Y = 2). Par indépendance, on
1 1 1 1 2 1
déduit PZ=-1)=-X-+-x-=—=—.
en déduit que P( ) 4><3+4><3 T
3 1
e En raisonnant de méme, on obtient que P(Z =0) =P(Z =1) = o = p due
2 1 1
P(Z=2)=—=_ctqueP(Z=3)=—.
(Z=2=p=gtaePlZ=3 =17
On peut donc résumer la loi de Z par le tableau suivant :
k —2 —1 0 1 2 3
PZ=k| 5 6 i i 6 i
043 3 042
b. On en déduit que E(X) = ;L ie. |E(X) = 2 E(Y) = ;— ie. |E(Y)=1]et,

par linéarité, E(Z) = E(X) —E(Y) ie. |E(Z) =

. PX>Y)=P(Z>0)=P(Z=1+P(Z=2)+P(Z=3)ie P(X>Y):;.

P(X =Y)=P(Z=0) i P(X:Y):i.

P(X <Y)=P(Z<0)=P(Z=—-2)+P(Z=—1)ic. P(X<Y):i.

3. Sur une partie

a. Notons A, 'évéenement « il y a égalité a la n-ieme partie ». Alors, la probabilité que
X =Y au n-ieme lancer est P(A; N Ay N---NA,) (car pour qu’il y ait égalité a la
n-ieme partie, il faut qu’il y ait une n-eme partie et donc qu’il y ait eu égalité a toutes
les parties précédentes). D’apres la formule de probabilités composées, on en déduit
que

P(Al NAyN---N An) = P(Al)PAl (A2> T PAlmAQQ'“mAnfl (An)

I
VRS
=
N——

3

1 n
donc [la probabilité que X =Y au n-ieme lancer est (4) )

Notons B, 1’évenement « Bill gagne au n-eme lancer » et M,, 1’évenement « Marc
gagne au n-eme lancer ». Alors,

P(Bni1) = P(An)P(Bri | An) = (1)" X i - <1>"“

4 4
“ I\N" 1 1 /71N\"
P(Mys1) = P(A,)P(Myir | A,) = (4) xs=35 <4>

n+1
Ainsi, d’une part, | la probabilité que Bill gagne au n-éme lancer est <4> et, d’autre

1 n
part, | la probabilité que Marc gagne au n-eme lancer est 3 <> .

4




+oo

b. La probabilité que Marc gagne la partie est P (U Mn> et cette union est disjointe
n=1

donc

2
donc|la probabilité que Marc gagne la partie est 3 De méme, la probabilité que Bill

gagne la partie est

p(Un)=Srm-3 () -S0)" =15 =1t

n=1 7=0 7=0

W=

1
donc |la probabilité que Bill gagne la partie est 3t

. Notons G, la variable aléatoire égale au gain en dollars de Marc. Alors, G/ (Q2) =
{nb|n € N} U{—1,2na | n € N}. De plus, pour tout n € N*, (Gj; = nb) = M, et
(Gy = —1,2na) = B,, donc

+o0
E(Gy) =) nbP(Gy b) + Z —1,2na)P(Gy = —1,2na)
n=1
“+oo +00
= Z nbP(M,) — > 1,2naP(B,)
n=1
b f ( )n—l 1,2a &= (1)”—1
pu— _— n —
4 = \4
B b 1,2a " 1
a1 ) Ao
4(2b— 1,2
donc |E(Gy) = (9,a) :
Si on note G le gain de Bill alors ce que gagne Marc, Bill le perd ou inversement
donc Gy + Gg = 0 donc Gg = —G),. Par linéarité de I'espérance, on en déduit que
4(1,2a — 2b)
E(Gp) = —————.

9

. Le jeu est équitable si et seulement si 2b — 1,2a = 1,2a — 2b i.e. . Dans ce

4(2 x 0,6a — 1,2a)
9

cas, l'espérance commune de gain est = 0 (ce qui était prévisible

puisque E(Gg) = —E(Gy)).



Probabilités continues (2019)

Soit f la fonction définie sur R par :

0 sinon

fa) = {asinQ(x) siz e [0;m]

1. Valeur de a
a. On pose [ = / sin?(z)dz et J = / cos?(z) dz. Calculer I + J.
0 0

b. Donner la dérivée de la fonction x —— %SiD(QZE) sur R; en déduire la valeur de
I'intégrale K = /07T cos(2x) dx.

c. Montrer que 'ona J — 1 =0.

d. En déduire la valeur de 1.

e. Déterminer la valeur du nombre réel  pour que la fonction f soit une densité de
probabilité. On conserve cette valeur par la suite.

On considere désormais X, une variable aléatoire de densité f.
2. Espérance de X
a. Donner une primitive de la fonction z — 1 sin(2z).

b. En intégrant par parties, calculer I'intégrale / x cos(2x) dx.
0

c. Trouver des coefficients réels a et 5 tels que, pour tout réel x, on a :
sin(z) = a + B cos(2z).

d. En déduire que la variable aléatoire X admet une espérance que 'on calculera.

3. Fonction de répartition
a. Donner une primitive de la fonction z — sin?(z). On pourra utiliser la question 2.c..
b. Siz est un réel n’appartenant pas a l'intervalle [0; 7], calculer la probabilité P(X < z).
c. Donner la fonction de répartition de la variable aléatoire X.
d. Calculer la probabilité de I'évemenent (| X| < 7).

4. Espérance de cos(X)
On pose Y = cos(X). On admet que la variable aléatoire Y admet une espérance.

a. Calculer la valeur de I'intégrale / ! cos(z) sin?(x) dz.
0

b. Donner alors la valeur de I'espérance de Y.

Solution
1. Valeur de «

a. Par linéarité de l'intégrale,

I+J= /7r sin?(x) + cos®(z) da = /ﬂldx = [z];
0 0

done [T+ 7 =)



b. Notons h : x — L sin(2z). Alors, pour tout réel z, h'(z) = 1 x 2cos(2z) = cos(2z).
On en déduit que
w I o1 L.
K = / cos(2x) dx = [ s1n(2:v)} = —sin(27) — = sin(0)
0 2 2 2

0
donc .

c. Par linéarité de 'intégrale,
J—1= /07r cos?(z) — sin®(x) dz.
De plus, par les formules de duplication, pour tout réel x, cos?(x) — sin?(x) = cos(2x)
donc J — I = K i.e. .
d. On en déduit que I = J donc, comme [ +J =7, 2] =7 ie. | = 5t

e. La fonction f est continue par morceaux et positive (si a > 0) sur R donc f est

une densité de probabilité si et seulement si / f(z)dx =1 ie. / asin®(r)dr = 1.
R

Par linéarité de l'intégrale, on en déduit que f est une densité de probabilité si et

2
seulement si ol =1 i.e. si et seculement si|a = —|.
T

2. Espérance de X

a. Une primitive de la fonction z — 1 sin(2z) sur R est |z — —7 cos(2z) |.

b. Considérons les fonctions v : ¢ —— x et v : © — %sin(2x) de telle sorte que

uw i x—> 1etv:x— cos(2z). Alors, u et v sont de classe €' sur R donc, en

intégrant par parties,

™ 1 ™ T 1
/ zcos(2x)dr = |z x —sin(2z)| — / —sin(2z) dz
0 2 0 0o 2

0o [_icos(zx)]z == (‘411 - (‘D)

donc / xcos(2x)dr =0
0

c. Par les formules d’addition, pour tout réel z, cos(2r) = 1 — 2sin?(x) donc on en

déduit que |sin?(z) = 575 cos(2x) |.

d. Comme f est nulle en dehors de [0;7], X admet une espérance si et seulement si

/ xf(x)dx converge, ce qui est le cas car x — xf(x) est continue sur [0;x]. De
0

plus, par linéarité de l'intégrale,

™ 2 7 1 1
-2 _“ -
/o xsin®(x)dr = /0 x (2 5 COS(Q:L')) dz

™

< Oﬂ;dm - ;xcos(Qx) dx) = 72r <[€fr - O)

0

/Oﬁxf(:r)dz:

ERRCRE RN

donc |E(X) =

| N




3. Fonction de répartition

0s(2z) donc une primitive de

DN | —
(NN
(@)

a. On a vu que, pour tout réel z, sin’(z) =

1
x — sin?(x) sur R est| z — g 1 sin(2x) |

b. Distinguons deux cas.

Six<0alorsP(X<x):/

— 00

T

f@ﬁﬂ::/% 0dt donc [P(X <) =0

T T 9
Six > malors P(X < ) :/ f(t) dt:/ Zsin?(¢) dt donc |P(X < z) = 1|
0

—00

c. Si x € [0; 7] alors, d’apres la question a.,

z r2 °ort 1 1% oz 1
N ft)dt = /0 —sin (t)dt = — [2 ~1 sm(2t)]0 =—— 2—sm(2x).

™ ™ s

ngmz/

On conclut que la fonction de répartition Fx de X est donnée par :

0 sixz <0
1
Ve e R, Fx(z)= g——Sin(Qx) sizel0;m]|
™27
1 six >
d. Comme (|[X|<F)=(-5<X<7),ona
POH<W>:P<X<W>—PC¥<W>
2 2 2

Or, X est une variable aléatoire a densité donc P(X < §) = P(X < %) donc

T T T 1 1
<* = - —_— _—— :7—7‘ —
:P<LX|\‘2> FX(Q) FX( 2) 5~ gy (m) 0

ie [P(X]<1)=1]

4. Espérance de cos(X)

a. On reconnait une forme u'u™ donc

G 1 1 1
/ cos(z) sin’(x) dz = { sin?’(x)} = —sin’(7) — = sin®(0)
0 3 o 3 3
ie. /7r cos(z) sin®*(z) dz = 0.
0
b. Par le théoreme de transfert, 'espérance de Y est
. 2 T
E(Y) = / cos(z) f(z)dx = —/ cos(z) sin*(x) dz
R 7 Jo

donc, par la question précédente, |E(Y) = 0|




