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Soit a un réel strictement supérieur & 1. On considére la fonction f définie par

a
— sit>1
VieR f(t) =< tot! :
0 sit <1
4 o
1. a. Soit A un réel supérieur ou égal a 1. On pose I(A) = / e dt.
1
1
Montrer que I(A) =1 — T

b. Montrer que f est une densité de probabilité.

Dans la suite de I'exercice, on suppose que le temps durant lequel une bougie reste allumée en
continu est une variable aléatoire X ayant pour densité f.

A
2. a. Calculer J(A) = / %dt pour tout réel A > 1.
1

b. En déduire que la variable aléatoire X admet une espérance et la calculer.
Interpréter le résultat obtenu dans le cadre de I'exercice.

3. Soit F' la fonction de répartition de X.

a. Déterminer F(z) pour tout réel z < 1.

1
b. Montrer que, pour tout réel x > 1, F(z) =1 — —.

a:(!
4. Dans cette question, et dans cette question seulement, on suppose que o = 2. On donnera
les réponses sous forme de fractions irréductibles.
On prend une bougie au hasard et on I'allume.
a. Quelle est la probabilité que la bougie reste allumée en continu plus de deux heures?

b. Quelle est la probabilité que la bougie reste allumée en continu entre deux et trois
heures ?

c. Si la bougie est encore allumée au bout de deux heures, quelle est la probabilité qu’elle
reste allumée encore au moins une heure supplémentaire ?

5. On pose Y = In(X). On admet que Y est une variable aléatoire a densité et on note G
sa fonction de répartition.

a. Montrer que, pour tout réel z, G(z) = F(e”).
b. En déduire que, pour tout réel x,

G(x):{l—e‘” six}O‘

0 sinon

c. Déterminer une densité de probabilité de Y.
d. Reconnaitre la loi de Y et en déduire son espérance.



Solution.

1. a. Comme

on abien |[(A)=1—-—|

b. e la fonction f est continue sur [1 ;400 comme quotient de fonctions continues et
elle est nulle sur |—oo; 0] donc f est continue par morceaux sur R.
e Comme « > 0, pour tout réel ¢t > 1, f(t) = 0 donc f est positive sur R.

A—+o0 A—+o00
converge et vaut 1. On en déduit que

+o00 1 +oo
f@&:/ 0dt + f(t)dt =

0o 1

e Enfin, comme a > 0, A —— 400 donc [(A) —— 1. Dés lors, / f(t)de

Ainsi, on conclut que ‘ f est une densité de probabilité ‘

2. a. Soit un réel A > 1. Comme o > 1,

o= =[] - ()

a a
a—1 (a—1)A>"1|

donc | J(a) =

“+oo
b. Comme f est nulle sur |—oo; 1[, X admet une espérance si et seulement si / tf(t)dt
1

converge. Or, pour tout réel A > 1

A A Q AOé
- g = Lar=JA).
[ tf(t)dt A“txwﬂdt [ o dt=J(4)

a
Or, comme o > 1, A" ——— 400 donc J(A) — . On en déduit que
A—+o0 Astoo a—1

«

X admet une espérance et que E(X) = T
a J—

On en déduit que le temps moyen durant lequel une bougie reste allumée en continu
est

heures.
a —

3. a. Soit un réel x < 1. Alors,

Fa)=P(X<o)= [ f@yat= [ oat—o

(x) =0

Ainsi,
b. Soit un réel x > 1. Alors,

Flz) =P /f P dt = /f dt+/f

=0+ I(x)




donc, |pour tout réel z > 1, F(z) =1— — |

. Comme

P(X>2)_1—P(X<2)_1—F(2)_1—(1—%)_i,

1
la probabilité que la bougie reste allumée en continue plus de 2 heures est 1l

. Comme X est une variable aléatoire a densité, P(X < 2) = P(X < 2) donc

P2<X<3)=P(X<3)-P(X<2)=P(X<3)-P(X<2)=F(3)— F(2)
LR N S
2 4 9 4 36

5
Ainsi, |la probabilité que la bougie reste allumée entre 2 et 3 heures est —

36 |

. On cherche
P(X =23)N(X >2))

P(X > 2)
Or, (X >23) C (X >2)donc (X 23)N(X >2)= (X > 3) et ainsi, comme X est
une variable aléatoire a densité,

PX>2+1|X>2) =

CP(X>3) P(X>3) 1-F(3)
PX22+1IX > = 5% =9 " P(x>9)  1-FO)

(-3
(3

La probabilité que la bougie reste allumée au moins 3 heures sachant qu’elle est déja

X

=

4
5

QO =

restée allumée 2 heures est donc 9

. Soit x € R. Alors,
Gx) =P <z)=P(In(X) < x).

Or, par croissance de la fonction exponentielle sur R, (In(X) < z) = (X < €*) donc
G(z) =P(X <¢”)ie |[G(x) = F(e") |

. On en déduit que si e* < 1 alors G(x) =0 et, si e” > 1, alors

1 1 1 1 —ax
=1l——=1—¢€ .
(ez)a eoT

Or, par croissance de la fonction exponentielle sur R,
"l 2 =1>0

donc on conclut que

G(x):{l—e_‘“ siz>0]

0 sinon




c. Pour tout x € |—00;0[, G'(z) = 0 et, pour tout = € |0;+o00[, G'(x) = ae™** donc
une densité de Y est la fonction g définie sur R par

0 sinon

{aea‘” six >0

Q|+

d. On déduit de la question précédente que | Y — &(«) | et donc |E(Y') =




