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1. On considére la fonction f définie sur R par :

el sit<0
0 sit>0

VteR f(t):{

Montrer que f est une densité de probabilité sur R.

2. On considére une variable aléatoire X admettant f comme densité. On note Fy la
fonction de répartition de X.

a. Montrer que, pour tout réel x > 0, Fx(z) = 1.
b. Soit un réel z < 0. Calculer Fx(x).

3. On consideére la variable aléatoire Y = —X et on note Fy sa fonction de répartition.
a. Exprimer, pour tout réel x, Fy(z) a 'aide de la fonction F.

b. En déduire, a 'aide de la question 2., que Y suit une loi exponentielle dont on
précisera le paramétre.
c. En déduire la valeur de I'espérance de X.
4. On considére la variable aléatoire Z définie par Z = e*.
a. Déterminer la fonction de répartition F; de Z.

b. En déduire une densité de Z puis reconnaitre la loi de Z.



Solution.

1. La fonction f est continue sur |—oo;0] et nulle sur |0;+oo[ donc elle est continue par
morceaux sur R. De plus, pour tout réel ¢, e/ > 0 donc f est positive ou nulle sur R.
Enfin, comme f est nulle sur |0; [,

400
/Rf(t)dt:/(;etdt.

0
/ el dt = [et}Z:l—ex—>1

T—r—00

Or, pour tout réel z < 0,

0
donc / ¢'dt =1 et ainsi / ft)dt = 1.
0 R

On conclut donc que ‘ f est une densité de probabilité sur R ‘

2. a. Soit un réel x > 0. Alors, d’aprés le calcul de la question précédente,

x 0 T
FX(w):P(Xéx):/ f(t)dt:/ etdt—i-/ 0Odt=1+0=1.
o —oo 0

Ainsi, | pour tout réel x > 0, Fx(x) =1/

b. Comme z < 0,

Soit a < x. Alors,

Ainsi, / e dt = e” donc | Fx(r) = e*|.

3. a. Soit z € R. Alors,
Fy(z)=PY <2)=P(-X<2)=P(X > —2)=1-P(X < —x).

Or, comme X est une variable aléatoire a densité, P(X < —z) = P(X < —z) =

Fx(—x).

On conclut donc que, |pour tout z € R, Fy(z) =1 — Fx(—x) |
b. Soit z € R.

Siz < 0 alors —z > 0 donc Fx(—z) =1 et ainsi Fy(z) = 0.

Siz > 0 alors —z < donc Fx(—x) = e et ainsi Fy(x) =1—e *. On en déduit donc

que

0 six <0

l—e™® siz>0

Vr € R Fy(l’)z{

Ainsi, pour tout réel z < 0, Fy,(x) = 0 et, pour tout réel x > 0, Fy. () = e~ *. Ainsi,
une densité de —X est la fonction ¢ définie sur R par

0 sit<O0

VteR g(t):{ »

e sit>0

On reconnait la densité d’une loi exponentielle de paramétre 1 donc | Y — &(1)|.




c. Par propriété, on a donc E(Y) = 1. Or, par linéarité, E(Y) = E(—X) = —E(X) donc
on conclut que |E(X) = —1|

. a. Soit un réel x. Alors,

Si z < 0 alors (eX < z) = @ donc Fz(z) = 0.

Si & > 0 alors, par croissance de la fonction In sur |0; +oo[, Fy(z) = P(X < In(z)) =
Fx(In(x)).

Siz > 1 alors In(z) > 0 donc Fx(In(z)) = 1 et ainsi Fz(z) = 1.

Si 2 €]0;1[ alors In(x) < 0 donc Fx(In(z)) = @ = x et ainsi Fz(z) = 2.

0 six<O
On conclut donc que, |pour tout réel =, Fiy(z) =< x siz €]0;1[|
1 siz>1

b. Ainsi, pour tout réel x < 0, F7,(x) = 0, pour tout réel x € |0;1[, F},(x) =1 et, pour
tout réel x > 1, F/(z) = 0.
On en déduit donc qu'une densité de Z est la fonction h définie sur R par

- h(t>:{1 sitef0:1]

0 sinon

On reconnait la densité d’une loi uniforme sur [0;1] donc |Z — % ([0;1]) |




