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On note B la base canonique de R? et on considére la matrice

A—
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1
1
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On note f I’endomorphisme de R3 canoniquement associé a A.

RAR R o

. Déterminer le rang de f, son image et son noyau. On montrera en particulier que ker(f)

est une droite vectorielle et on écrire ker(f) = Vect(u) ot u = (1,b,¢) avec b et ¢ deux
réels a déterminer.

On pose v = (1,1,—1) et w = (1,1,2). Exprimer f(v) et f(w) en fonction de v et w.
Montrer que C = (u,v,w) est une base de R3.
Déterminer (sans autre calcul) la matrice de f dans la base C. On notera D cette matrice.

Déterminer P, la matrice de passage de B a C, et exprimer, pour tout entier naturel n, la
matrice A" a I'aide de P, D, n et P!,

6. Calculer P~ 1.

. En déduire, pour tout n € N*, une expression explicite de A™.

. On consideére les suites (ay,), (b,) et (¢,) définies par : ag = 1, by = 0 et ¢y = 0 et, pour

tout n € N,
Apt1 = Cp
b1 = Cn
Cni1l = Qp + by +cp
G,
On pose, pour tout n € N, X,, = [ b,
C?’L

a. Justifier que, pour tout n € N, X,, .1 = AX,,.
b. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, X,, = A" X,.

c. Déduire des questions précédentes, pour tout n € N*, une expression explicite de a,,
b, et ¢, en fonction de n.



Solution.

1. Notons C, Cy et C3 les trois matrices colonnes de A (dans cette ordre. Par propriété
le rang de A est la dimension de Im(A) = Vect(Cy, Cs, C3). Or, Cy = Cy donc Im(A) =
Vect(C1, Cs). De plus, C; et C5 ne sont pas colinéaires donc (C7, Cs) est libre. On conclut

que dim(Im(A)) = 2 donc rg(A) = 2 et ainsi |rg(f) = 2|. On en déduit également que
Im(f) = Vect((0,0,1),(1,1,1)) | Enfin, considérons (z,y, z) € R3. Alors,

z2=0
=0 =0
(x,y,2) € ker(f) <= < 2=0 ¢:>{z ¢:>{Z
r+y= Yy=—x
r+y+z=0
Ainsi, ker(f) = {(z, —2,0) | z € R} donc |ker(f) = Vect((1,—1,0)) |
1
2. A 1| = (-1 =1 1) donc f(1,1,-1) = (=1,-1,1) ie. | f(v) = —v| De méme,
—1
1
A1 =(2 2 4)donc f(1,1,2) =(2,2,3) ie. | f(w) = 2w]|
2

3. Soit a, b et ¢ trois réels. Alors,
au+bv+cw=(a+b+c,—a+b+c,—b+2c=0)
donc

(Cl‘i‘b"—C:O L1
au+bv + cw = (0,0,0) <= < —a+b+c=0 Ly
\—b—f—QC:O L3
(Cl+b+C:0 L1

< <26+2c=0 Lo+ Lo+ 14
\—b—{—QC:O L3
(a+b+c=0 Ly

= <b+c=0 Ly + 3L,
\—b+2C:0 L3
a+b+c=0 Ll

= <b+c=0 Ly

\3620 L3<—L3+L2

On obtient un systéme homogeéne de Cramer (car il y a 3 pivots) donc I'unique solution
du systéme est (0,0,0). Ainsi, a = b = ¢ = 0 donc la C est libre. Dés lors, C est une famille

libre de 3 vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 3 donc ‘C est une base de R? |

0 0 0
4. Comme f(u) =0, f(v)=—vet f(w)=2w,| D=0 -1 0
0 0 2




1 1 1
5. Par définition, [P = [ —1 1 1 ]| Par les formules de changement de bases, A =
0 -1 2
PDP~'. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, A» = PD"P~1,

e Initialisation. A’ = I3 et PD'P~!' = PI3P~! = PP~' = I; donc A° = PD'P~!.
e Hérédité. Soit n € N. Supposons que A" = PD"P~!. Alors,

A" = A"A = (PD"P~")(PDP™') = PD"(P"'P)DP™"
= PD"I;DP~" = PD"DP~' = pD"' P71

e Conclusion. Par le principe de récurrence, | pour tout n € N, A" = PD"P~1|.

6. Soit (a,b,c) € R3. Alors, pour tous réels z, y et z :

r+y+z=a I (a:+y+z:a Ly
—rx4+y+z=0b Ly<=<2y+2z=a+b Ly Ly+ 14
—y+2z=c Ls (—y+2z=c Ls
(2 +y+z2=a L
LU S S

—{ytz=

b
:azza;r ¢ Ly Ls+ Ly

\

( a+b+2c
Tyt ———— =

a—l—b+20_a+b

a+g+2c
7=
\ 6
( a+b+2c
m~|—y+T:a
_3a—|—3b a+b+2c

4 6
a+b+2c
=
\ 6
( +2a+21)—20 Sa — b — 2¢
:L' _—
§ 6
_2a+2b—20

4 6
a+b+2c
=
\ 6
( _5a—b—20 2a + 2b — 2¢

€T =
:2a+gb—20 0

4 6
a+b+2c
7=
\ 6
( 3a — 3b
:E:

6
2a + 2b — 2¢
< Yy=——

6
a+b+2c
7=
\ 6
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3 3 U
On en déduit que [P~ =[5 & —3
[ G
6 6 3
o0 0 0 0 0
7. Soit n € N*. Comme D est diagonale, D* = [ 0 (=1)" 0] =0 (=1)" 0 | et
0 0 2n 0 0 2"
donc
1 1 1\ /0 0 0\ /3 —35 O
A"=1-1 1 1 0 (=)™ 0 % % —3
n 1
o -1 2/\o o 2o/\l I 1
1 1 1 0 0 0
-1 1 1 =n" = (=D
o 6 6 3
=n" , 2 =" | 2 (=n™ | 2»
Gris ris G
- (El)"l+ En (El)n—{_ ?2’” (__1)g —gng
3ty —m T3 573
Ainsi,

2—1)"+2"  (=1)m 42 2ntL (=)

Vne N, A"= 2A—1)" 427 2—1)m42n 2t _(—1)n

6 2l —o(—1)n 2ntl —9(—1) 272 4 2(—1)"
8. a. Soit n € N. Alors,
Apt1 Cn, 0 01 anp
XnJrl = bn+1 = Cp, = 0 01 bn
Cntl a, + b, + ¢, 1 11 Cn

donc | X,, 11 = AX,, |

b. Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) : « X,, = A" X ».
Initialisation. Comme A° = I35, A°X, = X, donc P(0) est vraie.
Héreédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Alors,

Xni1 = AX,, = A(A"X,) = (AA™M) X, = ALY,

donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, | pour tout n € N, X,, = A" X,




1
c. Comme Xy = | 0|, on en déduit que, pour tout n € N*,
0

L 2D 2n (=12 2m (- (1
Xp=c| 21" +20 =1y 42 2 —o(=1)n ) |0
2n+1 _ 2(_1)n 2n+1 _ 2(_1)n 2n+2 + 2(_1)n O
L 2=
= G 2(—=1)™ +2m
gt _ (1)
1 (_1)77, + 2n—1
— g (_1>n + 2n—1
Ainsi, pour tout n € N*,
—1)" 2n71 —1)" 2n71 an _ (1"
D Dt L=
3 3 3




