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Devoir a la maison n°6
A rendre le vendredi 26 janvier 2024

Soit X une variable aléatoire a densité, suivant une loi exponentielle de paramétre 1. On
définit une variable aléatoire Y en posant :

Y =exp(—X) =e %,
Le but de 'exercice est de déterminer la loi de Y.

Dans tout ’exercice, on note Fx la fonction de répartition de X et Fy celle de Y.

Partie A

1. Montrer que, pour tout réel x,

0 six <0
F = )
x() {1—e’” six >0

+o0
2. a. Montrer que / e ~2dt converge et calculer sa valeur.
0

b. En utilisant le théoréme de transfert, montrer que Y admet une espérance et la
déterminer.

Partie B. — Dans cette partie, on se donne un nombre réel a.

1. Résoudre 'inéquation e ~*< a d’inconnue z. On distinguera deux cas : celui ol a est
strictement positif et celui ol a est négatif ou nul.

2. On suppose dans cette question que a > 0.
a. Montrer que P(Y < a) =P(X > —1In(a)).
b. Montrer que Fy(a) =1 — Fx(—1In(a)).
c. On suppose dans cette question que a > 1.
Donner le signe de —1In(a) et en déduire la valeur de Fy(a).
d. On suppose dans cette question que a € |0;1].
Montrer que Fy (a) = a.
3. Calculer Fy(a) pour a < 0.

4. Tracer l'allure de la courbe représentative de Fy.

Partie C

1. a. Montrer que la fonction Fy est continue sur R et dérivable sur chacun des intervalles
]—00;0[, ]0;1] et |1;+o0.
b. Calculer la dérivée de Fy sur chacun de ces intervalles.

2. Déduire de la question précédente la loi de Y. On reconnaitre une loi classique dont on
donnera les paramétres éventuels.



Solution.

Partie A

1. Soit z € R.
Supposons z < 0. Comme la densité de X est nulle sur |—oc0;0[, P(X < z) = 0 i.e.
Fx(x)=0.
Supposons = > 0. Alors,

P(ng):/ e 'dt = [—e_t}x:—e_"j—(—eo):1—e_gC
0

ie. Fx(x)=1—e"".

On conclut donc que, pour tout réel z,

0 six <0

l1—e™ six>0

2. a. Soit z > 0. Alors,

o ! 1 1 1 1
—2t —2t —2x 0 —2x
dt e — — — —_ — —
/0 ¢ 2e ] 2e ( 2e ) 2 2e

0

Or, lim —2r = —ocoet lim eX= 0 donc, par composition, lim e 2= (.
T—+00 X——o00 T—+00

x 1 +oo +oo 1
Ainsi, / e 2dt —— 3 donc / e ~2dt converge et / e 2dt = = |
0 0 0

T—>+00 2

+oo
b. D’aprés le théoréme de transfert, Y admet une espérance si et seulement si / e 'xetdt
0

+o0
converge i.e. si et seulement si / e ~2dt converge. On déduit donc de la question
0

précédente que Y admet un espérance et que |E(Y) =

5 .

Partie B
1. Pour tout réel x, e 7> 0 donc, si a < 0, alors ’ensemble des solutions de e 7*< a est @.
Supposons a > 0. Alors, par croissance de la fonction In sur |0 ; 400,

e '<a<= —r<In(a) <= > —In(a)

donc I'ensemble des solutions de e ~*< a est [—In(a) ; +00].

'ensemble des solutions de e "< a est @ si a < 0 et [—In(a);+o0]sia >0 ‘

En conclusion,

2. On suppose dans cette question que a > 0.
a. Comme a > 0, d’apreés la question précédente, {Y < a} = {e *<a} = {X > —In(a)}
donc |P(Y <a) =P(X > —1In(a)) |

b. Grace a la question précédente,

Fy(a)=P(Y <a)=P(X >—-In(a)) =1-P(X < —In(a)) =1 —-P(X < —In(a))

car X est une variable aléatoire & densité et donc | Fy(a) =1 — Fx(—In(a))|.




C.

d.

Comme a > 1, In(a) > 0 donc — In(a) < 0. Dés lors, d’aprés la question 1. de la Partie

A, Fx(—In(a)) = 0 et on cpnclut, grace a la question précédente que | Fy (a) = 0.

Comme a € ]0; 1], In(a) > 0 donc d’aprés la question 1. de la Partie A, Fx(—In(a)) =
1 —e ("h@=1_eM@=1—g. On déduit alors de la question 2.b. que Fy(a) =
1—(1—a)ie |Fy(a)=al

3. Supposons que a < 0. Comme Y =e %> 0, {Y < a} est un événement impossible donc

P(Y <a)=01ie. |Fy(a)=0]|

4. La

Partie C
1. a.
b.

2. On déduit de la question précédente que f : x — {

Y et on conclut que | Y < Z([0;1])|.

courbe représentative de Fy est la suivante :
1.25 1
1 as
0.75 1
0.5
0.25
4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
—0.25 ¢
La fonction Fy est continue et dérivable sur |—oco;0[, ]0; 1] et |1 ; 400 car, sur chacun
de ces intervalles, elle est affine. De plus, lim Fy (z) = lim 0 = 0, lim Fy(z) = limx =
z—0 z—0 z—0 z—0
<0 <0 >0 >0
0 et Fy(0) = 0 donc Fy est continue en 0. De méme, lin% Fy(x) = lirqx =1,
z— z—
<1 <1

lin% Fy(x) = lin% 1 =1et Fy(1) =1 donc Fy est continue en 1. Par conséquent, on
r— z—
>1 >1

conclut que ’ Fy est continue sur R ‘

Sur les deux intervalles |—o0;0[ et sur |1;+oc[, Fy est constante donc, pour tout
xr €]—00;0[U]Ll;+oo], Fy (z) =0.
Pour tout « € |0; 1], Fy(x) = = donc Fj (z) = 1.

{1 size)0;1]

Ainsi, |pour tout z € R\ {0;1}, F{.(z) = _
0 sinon

1 sizel0;1]

0 sinon

est une densité de




