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Exercice 1. Pour tout réel z, on pose P(z) = 2* —32* +5x —5 et f(x) = (23— 322 +5x —5)e”.
On admet que les fonctions P et f sont dérivables sur R.

1. Calculer, pour tout réel z, P'(x) puis P'(z) + P(z).

2. Calculer, pour tout réel z, f'(x).

3. Soit z un nombre réel. Factoriser 23 — x.

4. Tracer le tableau de variations de f. On fera apparaitre les limites de f en 400 et en
—00.

5. Justifier que, pour tout = € [—1;1], f(x) < 0.

6. Montrer que f réalise une bijection de [1;+oo[ vers [—2e; +o0].

7. Donner le signe de f sur |—oo; —1].

8. Combien 'équation f(x) = 0 admet-elle de solutions ?

9. Montrer que 'équation 2 + 5z = 322 + 5 admet une unique solution sur R et que celle-ci
est comprise entre 1 et 2.

Solution.

1. Pour tout réel x, | P'(x) = 32? — 6x + 5 ‘ et P'(z)+ P(z) = 32 —6x+5+23— 32> +5x—5
ie |P'(x)+ P(x)=a2%—z|

2. Pour tout réel z, f(x) = P(x)e® donc f'(x) = P'(z)e*+P(zx)e”) = (P'(z) + P(z))e”
et ainsi | f'(z) = (23 —x)e”|.

3. ¥ —z=uw(x*—1)donc|z® —z=z(x —1)(x+1)|

4. Au voisinage de +oo, P(x) ~ 2% donc f(x) ~ x

3e? et, par produit, lim f(x) = +oc.
r—+00

3e? et, par croissances

De méme, au voisinage de —oo, P(x) ~ z® donc f(z) ~ x
comparées, lim f(x)=0.
T——00

On aboutit done au tableau de variation suivant :

x —00 —1 0 1 +00
signe B B
do z 0o + +
signe de B B B
1 0o +
signe de B
o 0+ + -
Ssne + + + +
de e
signe -0+ 0 - 0 +
de f'(x)
V. 0 -5 +00
ariations
o \ / \ /
—l14e! —2e




5. Le maximum de f sur [—1;1] est —5 donc, |pour tout z € [—1;1], f(z) < 0|

6. Sur [1;+o0[, f est continue (car dérivable) et strictement croissante. De plus, f(1) = —2e

et lim f(z) = +oo donc, par le théoréme de la bijection, f réalise une bijection de
T—>+00

[1;+oo[ sur [—2e; +o0].

7. La fonction f est strictement décroissante sur |—oo;—1] et lim f(z) = 0 donc on
T——00

conclut que | pour tout = € |—oo; —1], f(x) < 0].

8. D’aprés ce qui précede, pour tout z € |—oo; 1], f(2) < 0 donc 'équation f(z) = 0 n’a pas
de solution dans |—oco; 1[. Par ailleurs, f réalise une bijection de [1;+o0[ sur [—2e; +o0[
et 0 € [—2¢; +o00[ donc f(z) = 0 posséde une unique solution « € [1;+o0.

On conclut que |« est 'unique solution I'équation f(z) = 0 sur R|.

9. Comme la fonction exponentielle ne s’annule pas sur R, f(z) = 0 équivaut a 2* — 3z* +
br —5=01ie P(x)=0. Ainsi, |« est I'unique solution de P(z) =0 sur R|.

De plus, P(1) = =2 < 0et P(2) =1> 0 donc|a € |1;2[|

Exercice 2. On considére la suite (u,,) définie par ug = 0 et, pour tout n € N, w1 = u, +e~"".
1. Premiéres propriétés
a. Calculer u; et us.
b. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, u,, > 0.
c. Déterminer le sens de variation de la suite (u,).
2. Divergence en +o0o

a. On suppose dans cette question que la suite (u,) converge vers un réel L. Montrer
que l'on aboutit & une absurdité.

b. Montrer que la suite (u,,) diverge vers +oo.
3. Obtention d’un équivalent
On définit la suite (a,) par : pour tout n € N, a,, = e,
a. Déterminer le signe et le sens de variation de la suite (a,).

b. Montrer que, pour tout € [0;1], 1 + x < e?< 1+ ex.

1
c. Vérifier que, pour tout n € N, 1 + i < ean et en déduire que, pour tout n € N,
Ap4+1 — Ap 2 1.

d. Montrer que, pour tout n € N, w,, > In(n + 1).
e. Montrer, a I'aide d’un raisonnement analogue que, pour tout n € N, u,, < In(ne + 1).
f. Donner un équivalent simple de (u,).

Solution.

1. a. u1:u0+e*“0:0+eodoncet, de méme, u2:1+e*1‘.

b. On considére, pour tout n € N, la proposition P(n) : « u, = 0 ».

e Initialisation. uy = 0 > 0 donc P(0) est vraie.

e Héreédité. Soit n € N. On suppose que P(n) est vraie. Alors, u,, > 0 et, comme
exp est a valeurs positives, e "> 0 donc u, + e "> 0 i.e. u,y; = 0. Ainsi,
P(n+ 1) est vraie.



e Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, | pour tout n € N, u,, > 0.

. Pour tout n € N, w11 — u, = e "> 0 donc | (u,) est croissante |

. Si (uy,) converge L alors (u,.1) converge aussi vers L. Or, comme la fonction x —
r 4+ e~ est continue sur R comme composée et somme de fonctions continues,

Up+e — L+elie lim u,1=L+e L

n—-+0oo n——+00
Par unicité de la limite, on en déduit que L = L+e % donc e ~F'= 0 ce qui est absurde
puisque la fonction exp ne s’annule pas sur R.

. Comme (u,) est croissante et qu’elle ne converge pas d’aprés la question précédente,

le théoréme des suites monotones assure que | (u,,) diverge vers +oo |.

. Comme la fonction exp est & valeurs positives, ‘pour tout n € N, a,, > 0 ‘ De plus,

comme (u,) est croissante et comme la fonction exp est croissante, par composition,

(a,) est croissante |.

. Considérons la fonction f :e®—(1 + z) définie sur [0;1]. La fonction f est dérivable
comme différence de fonctions dérivables et, pour tout = € [0;1], f/(z) =e*—1. Or,
x > 0 donc, par croissance de exp, e*> e i.e. e?> 1. Ainsi, pour tout = € [0;1],
f'(x) = 0 donc f est croissante sur [0;1]. Ainsi, pour tout z € [0;1], f(x) > f(0)
ie. f(x) = 0car f(0)=e’~(0+1)=1—1=0. On a donc montré que, pour tout
z€0;1],e*—(1+z) > 0 donc, pour tout z € [0;1], e*> 1+ x.

Considérons la fonction g : 1 + ex — e® définie sur [0;1]. La fonction f est dérivable
comme différence de fonctions dérivables et, pour tout x € [0;1], f'(x) = e —e®. Or,
r < 1 donc, par croissance de exp, e?< el i.e. e*< e. Ainsi, pour tout z € [0;1],
¢'(z) = 0 donc g est croissante sur [0;1]. Ainsi, pour tout = € [0;1], g(z) = ¢(0)
ie. g(r) = 0car g(0) =1+0—e%=1—1=0. On a donc montré que, pour tout
x €[0;1], 1 +ex —e*> 0 donc, pour tout x € [0;1], 1 + ex > e”.

On conclut donc que, [pour tout x € [0;1], 1 + 2 <e?< 1+ ex|

. Pour tout n € N, a,, > 0 donc ai > 0. De plus, la suite (a,) est croissante donc,

pour tout n € N, a,, > ag. Or, ag = e“= e’= 1 donc, pour tout n € N, a,, > 1. Par
décroissance de la fonction inverse sur |0; +oo[, on en déduit que, pour tout n € N,
ai < 1. Ainsi, pour tout n € N, ai € [0;1] done, en appliquant la question précédente

1
avec r = ai on conclut que, |pour tout n € N, 1 4 QL Leoa |
n n

Soit n € N. Alors,

Unil_ o Unte U0 Up € Un — L

Gpi1 =€ =e'"e =qap,ee"n=q,e o,

Ainsi, on conclut que, |pour tout n € N, a,11 —a, > 1 ‘

=

n—1
. Il s’ensuit que, pour tout n € N, Z(akH —ag) = 1 = n donc, en reconnaissant

k=0 0
une somme téléscopique, a, — ag = n. Or, ag = 1 donc a,, > n+ 1. Ainsi, e"">n+1

donc, par croissante de In sur |0; +o00l, u, = In(n + 1).

3

o~
Il

On a donc montré que, | pour tout n € N, u, > In(n + 1) |




1 1
e. De méme, pour tout n € N, e en < 1 4 dfracea,, donc, comme a,, > 0, a,e < a, + €

n—1 n—1
ie. ap.1 < a,+e. Ainsi, pour tout n € N, a,,,1 — a,, < e donc g (agy1 —ag) < E e
k=0 k=0

i.e. a, —ap < ne. On conclut que, pour tout n € N, a,, < ne+ 1 donc, en compos_ant
avec In, | pour tout n € N, u,, <In(ne +1)|.

f. Pour tout n € N, In(n + 1) < u,, < In(ne + 1). Or, pour tout n > 0, In(n + 1) =
In(n(14 1)) =In(n) +In(1+ ) et In(ne+1) = In(n(e + %)) = In(n) +In(e + ) donc,

pour tout n > 0,
1 1
In(n) + In (1 + —) < u, <In(n) +1In (e + —) :
n n

Pour tout n > 1, In(n) > 0 donc

(1+y) o w In (e + ;)
In(n) S In(n) s In(n)

Par continuité de In, lim In (14 %) =In(1) =0ect lim In(e+ %) =In(e) =1 donc,
n—-+400 n—-+o0o
In (1+ + 2
comme lim In(n) = +o00, par quotient, lim M = lim ( ”) =0
n—+00 n—+oo  In(n) n—+oo  In ( )
Ainsi, par le théoréme d’encadrement, on en déduit que lim Un_ 1 donc

n—+00 ln(n)
finalement, on conclut que

Up, ~ In(n) |




