TB2

décembre 2023

Devoir a la maison n°5
A rendre le vendredi 12 janvier 2024

Exercice 1. Pour tout réel z, on pose P(z) = 2® — 322+ 5z —5 et f(z) = (z® —3z% + 5z —5)e”.
On admet que les fonctions P et f sont dérivables sur R.
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Calculer, pour tout réel x, P'(x) puis P'(z) + P(x).

Calculer, pour tout réel x, f'(x).
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. Soit x un nombre réel. Factoriser z° — x.

Tracer le tableau de variations de f. On fera apparaitre les limites de f en 400 et en
—00.

Justifier que, pour tout x € [—1;1], f(z) < 0.

Montrer que f réalise une bijection de [1;+oo[ vers [—2e; +o0].
Donner le signe de f sur |—oo; —1].

Combien 'équation f(z) = 0 admet-elle de solutions ?

Montrer que équation 23 + 52 = 322 + 5 admet une unique solution sur R et que celle-ci
est comprise entre 1 et 2.

Exercice 2. On consideére la suite (u,,) définie par ug = 0 et, pour tout n € N, w1 = u, +e~¥".
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Premiéres propriétés

a. Calculer u; et us.

b. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, u,, > 0.
c. Déterminer le sens de variation de la suite (u,).
Divergence en +oo

a. On suppose dans cette question que la suite (u,) converge vers un réel L. Montrer
que 'on aboutit a une absurdité.

b. Montrer que la suite (u,,) diverge vers +oc.

Obtention d’un équivalent
On définit la suite (a,) par : pour tout n € N, a,, = e"".

a. Déterminer le signe et le sens de variation de la suite (ay,).

b. Montrer que, pour tout x € [0;1], 1 + x < e*< 1+ ex.

1
c. Vérifier que, pour tout n € N, 1 + aL < ean et en déduire que, pour tout n € N,
Ap1 — Gp 2 L.

d. Montrer que, pour tout n € N, w,, > In(n + 1).
e. Montrer, a I'aide d’un raisonnement analogue que, pour tout n € N, u,, < In(ne + 1).

f. Donner un équivalent simple de (uy,).



