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. Montrer que la fonction sinus réalise une bijection de [—g ; g] dans [—1;1].

On note alors g la réciproque de la fonction

f [—gg] — [-1;1]
x —>  sin(x)

et €, la courbe de g dans un repére du plan.

b.

a.

b.

. Déterminer ¢(0), g (%), g <_§> et g(1).

. Montrer que

Ve e [-1;1], cos(g(z)) =vV1— a2

. Montrer que la fonction g est dérivable sur |—1;1[ et que

o 1
9(1’)—ﬁ-

Déterminer le développement limité & 'ordre 1 en 0 de la fonction

Vo e|-1;1]

1
— .
Vv1+41t
En déduire le développement limité a 'ordre 2 en 0 de ¢’ puis le développement limité
de g a l'ordre 3 en 0.

. En utilisant la question précédente, déterminer I’équation réduite de la tangente 7" a

la courbe €, au point d’abscisse 0 puis étudier la position relative de € et de T" au
voisinage de 'origine du repére.

Montrer que la fonction A admet un prolongement par continuité en 0 qu’on notera h.
La fonction h est-elle dérivable en 07 Si oui, est-elle de classe € en 07



Solution.

1. La fonction sinus est continue et dérivable sur [—g : g] et, pour tout x € [—g ; g},
sin’(x) = cos(z). Or, pour tout z € [—g ; g} , cos(x) = 0 et, sur [—g 2] cos ne s’annule
T T T 7r
qu'en —— et —. Ainsi, sin est strictement croissante sur [—5 5] Enfin, sin < 2> =-1
et sin (E> = 1. Par le théoréme de la bijection continue, on conclut que sinus réalise une
bijection de [—g ; g} dans [—1;1].
2. Par définition, pour tout y € [—1;1] et tout = € [—g ; g], x = g(y) si et seulement si
y = f(x). Ainsi, on en déduit que
e comme f(0) =sin(0) =0, |g(0) =0|;
s (ﬂ') . (7‘(‘) 1 1 0
e comme f (=) =sin(—) == ==
6 6/ 219\2) "%
co ef -7 si < W) V2 V2 T
® Comin — | =sm|—=) = —— — | = -
1 6 29\ "2 ) Tap
T s
L 1,g(1) = 2|
e comme f<2 ( ) g(1) 5
3. Soit z € [—1;1]. Pour tout réel ¢, cos’(t) + sin*(t) = 1 donc, en appliquant cela a
t = g( ), il Vlent cos®(g(x)) + sin (g(x)) = 1. Or, comme ¢ est la bijection réciproque de
f(g(x)) =z ie. sin(g(z)) = z et donc sin®(g(x)) = 2% Ainsi, cos?(g(x)) + 22 = 1 donc
cos?(g(x)) = 1—2?. Etant donné que z € [—1;1], 1—2% > 0 donc y/cos?(z) = V1 — 22 i.e.
|cos(g(z))| = V1 — 22. Pour conclure, remarquons que, par définition, g(x) € [—g ; g}
donc cos(g(z)) = 0 et ainsi |cos(g(x))| = cos(g(z)).
On conclut donc que, |pour tout = € [—1;1], cos(g(x)) = V1 — 22|
4. Etant donné que f est bijective, strictement croissante et dérivable sur ] —g g[ et que,
pour tout x € ] [ f'(xz) = cos(z) # 0, par théoréme, g est dérivable sur |—1; 1] et
pour tout z € |— 1 1[
, 1 1
g(@) =45 =
f'(g(x))  cos(g(x))
donc, par la question précédente,
Voel-1il g(r) = ——
re]-1;1], )= ——|
g V1—2a?
1
5. a. Pour tout réel ¢ > —1, ———— = (1 +¢)"2 donc

vV1+t

1 1
=1—=t+ o (t)|

V1+t 2 =0

b. Comme lir% —2% = 0, on déduit de la question précédente que
T—

z—0



1.e.

1
/ 2 2
g(a:)—1+—2:1: +$00(33).

Par théoréme de primitivation des développements limités, on en déduit que g admet

un DIL3(0) et que
3

g(x) =¢g(0) +z + % + zgo(xg).

Or, on a vu que g(0) = 0 donc

3

_ T 3
g(x)=x+ 5 —i—mgo(w )|

. Pour tout réel z, g(x) =z + Oo(x) donc ‘l’équation réduite de T est y = x ‘
xr—r
3 3
De plus, pour tout réel z, g(x) —z = % + o(2?®) donc g(z) — = No% donc, au
T—r
3
T

voisinage de 0, g(z) — x a la méme signe que 5 Ainsi, au voisinage de 0, g(z) —x < 0

siz <0etg(x)—a>0six>0.On en déduit qu'au voisinage de l'origine, 6,
est en dessous de T pour les abscisses négatives et au-dessus de 1" pour les abscisses
positives.
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_ T _ — 2% () _ 2| —1_.,/°2
I = /0 Qde— [\/1 x} = 1 ( ) vV1—-0 =1

V3

donc |/ =1— —|
2

De méme,

donc, par la question 2., on conclut que | J =

. Remarquons que

— _ _ 3 — )2
P / /1 z 4 / (1—z)(1 xdx:/Z (1—x) de
1+:t (1+2z)(1—x 0 1 —a?
/ V(=) / L —a] e
Vi-a? V1—2?

1
Or, pour tout = € [0; 2} 1 —2 >0 donc

i / 1—=x d 2 1 T d
= — Jdr = — X
o V1—a? 0 V1—a2 1—22
s \/3

et, par linéarité, on conclut que K = J — [ ie. | K = - 1+ >




3
x
o v 3 _ . . ~
7. a. Onavuque g(x) =z + 5 —l—mgo(:c ) donc g(z) =z +;£>o<x) et ainsi g(x) o~ Par
suite, h(z) ~ 1 donc h(x) — 1. On conclut que h admet une prolongement par
r—r T—

continuité en 0 défini par

9(z) sixz#0
T .
1 six =0

Ve e [-1:1], h(z)=

b. Pour tout = € [-1;1]\ {0},

T - T -~ Tz 2 a 2
20z
1'2 6 x—0

donc ~ 5 et ainsi lim

T z—0 z—0 T z—0 6

On en déduit que |k est dérivable en 0 et 2/(0) = 0|
c. Pour tout z € |—-1;1[\ {0},

et ainsi, d’apres les résultats de la question 5.,

) x(1+%x2+mgo($2)) — (x+éx3+mgo(x3)) z*(% +mgo(9§)) .
h'(x) _ — = ——4+ 0 (SL’)

12 T2 3 z=0

Dés lors, h'(z) x:og donc :1512% W(x) = ili}l(l)% =01ie. }:12% W(z) = 1'(0). On conclut

donc que 7’ est continue en 0 donc ‘B est de classe €' en 0 ‘




