TB2 octobre 2025

Devoir a la maison n°3
A rendre le mercredi 5 novembre 2025

On effectue une suite illimitée de tirages avec remise dans une urne contenant des boules
numérotées 0 ou 1. A chaque tirage, la probabilité de tirer une boule portant le numéro 1 est p
(0 < p < 1) et la probabilité de tirer une boule portant le numéro 0 est ¢ = 1 — p. On suppose,
de plus, que les tirages sont mutuellement indépendants.

Pour tout 7 € N*, on définit les événements S; : « la boule obtenue au i-éme tirage porte le
numéro 1 » et B; = 5; N S;41.

Pour tout n € N*, on note 7}, : « on obtient pour la premiére fois deux boules numérotées 1
consécutivement au n-iéme et au (n + 1)-iéme tirages ».

Ainsi, par exemple, si on obtient les numéros suivants : 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1,... alors les
événements T4, Ty, T3, Ty, Ty et Ty ne sont pas réalisés car on n’obtient jamais deux 1 consécutifs
lors des 7 premiers tirages, T5 est réalisé car on obtient pour la premiére fois deux 1 consécutifs
au 7-éme et au 8-éme tirage et Ty n’est pas réalisé car on obtient bien deux 1 consécutifs au
9-éme et 10-éme tirage mais ce n’est pas la premiére fois que cela se produit.

1. a. Déterminer, pour tout i € N*, la probabilité P(B;) de I’événement B;.
b. Calculer P(T}) et P(T) et montrer que P(T3) = pq.

2. Pour tout n € N, on considére I’événement C,, : « lors des n premiers tirages, on n’obtient
jamais deux fois de suite une boule numérotée 1 ».

a. Justifier que P(Cy) = P(C}) = 1 puis déterminer P(Cy).
b. Démontrer que, pour tout n € N, P(T},,2) = p*qP(C,,).

3. Soit un entier n > 2. On note FE, : « on n’obtient pas deux fois consécutivement une
boule numérotée 1 entre le deuxiéme et le n-éme tirages » et F;, : « on n’obtient pas deux
fois consécutivement une boule numérotée 1 entre le troisiéme et le n-éme tirages »

a. Exprimer (), a I'aide des événements Sy, Sa, E, et F},.
b. En déduire que P(C,,) = ¢P(C,—1) + pgP(C)—2).

4. A Daide des questions précédentes, montrer que, pour tout n € N*,
P(To12) = qP(Ths1) + pgP(T).

5. On considére 1'équation (E) : 2% — gz — pg = 0.
a. Justifier que (F) posséde deux solutions réelles que 'on notera r et s avec r < s.
b. Soit u une solution de (E). Montrer que, pour tout n € N, u"*? = qu"*! + pqu”.

c. Démontrer par récurrence que, pour tout n € N*, la proposition

p2 p2
Hn): «P(T) = L (s =) ot P(Tar) = (s — 1) »

q* + 4pq V@ +4pq

est vraile.



Solution.

1. a. Soit ¢ € N*. Par hypotheése, P(S;) = P(S;;1) = p et, comme les tirages sont
mutuellement indépendants, les événements S; et S;;; sont indépendants donc
P(Sz N Sz'-l—l) = P(SZ)P(SZ_H) = p2.
Ainsi, | pour tout i € N*, P(B;) = p?|

b. Par définition, 77 = B, donc |P(T}) = p?|. De méme, T, = S, N By donc, par
indépendance, P(Ty) = P(S1)P(B,) donc P(TQ) = ¢qp*|. Enfin,

T3 =(S1NSNB3)U(S1NSyNBs) = (S1US)NSyN By =wNSyN By =S, N Bs)
donc, par indépendance,

P(T3) = P(5:)P(Bs) = qp”

soit | P(T3) = p*q|.

2. a. En 0 ou 1 tirages, on ne peut pas tirer deux boules consécutives portant le numéro

1 donc Cy et Cy sont des événements certains et ainsi | P(Cy) = P(C}) = 1| Enfin,
CQ = E donc P(CQ) =1 —p2
b. Soit n € N. Alors, T,,,o = C,, N S,41 N B,,;1 donc, par indépendance,

P(To2) = P(Co)P(S,m)P(Bosa) = P(Ch) x g x p.

Ainsi, | pour tout n € N, P(T},.5) = p*¢P(C,) |

3. a. On peut écrire [C, = (S1 N E,) U (S1 NSy N E,)|.

b. Or, cette union est disjointe et les événements sont indépendants donc

P(C,) = P<S_1mEn)+P(SlﬂS_2ﬂFn) = P(5)P(E,)+P(S51)P (52) (Fn) = qP(E,)+pgP (F,).

De plus, pour tout & € N, la probabilité de ne pas obtenir deux 1 consécutifs en k
tirages successifs est la méme que la probabilité de ne pas obtenir deux 1 consécutifs
lors des k premiers tirages (car les tirages sont indépendants). Ainsi, P(E,) = P(C,_1)

et P(F,) = P(C,_3). On conclut donc que |P(C,,) = qP(C\—1) + pgP(C,_2) |.

4. Soit n € N*. Alors, d’aprés la question 2.b., P(T,,2) = p?’qP(C,) donc, grace a la
question 3.b.,

P(T,2) = p’q [qP(Cr1) + paP(Cr2)] = ¢ [pQQP(Cnflﬂ +pq [pQZP(Can)} :

De plus, toujours d’apreés la question 2.b., p?qP(C,,_) = P(T,,41) et p*qP(C,,_2) = P(T},).
On conclut donc que, |pour tout n € N*, P(T,,,5) = pP(T,,11) + pgP(T,) |

5. a. Le discriminant du trinéme X? —gX —pgest A = (—q)?—4x1x (—pq) = ¢*+4pq > 0
car p > 0 et ¢ > 0. Ainsi, I’équation (E) posséde deux solutions réelles :

—(—q) — VP +4pqg  q— @ +4pg
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De plus, on a bien r < s car \/q¢? + 4pg > 0 donc

q—/q*+4pq of o 9T V@ +4pq

2 2

T =

. Soit u une solution de (E). Soit n € N. Alors, u? — pu — pq = 0 donc u* = pu + pq et,

en multipliant par ", il vient |u"*? = pu™*! + pgqu™|.
. Imitialisation. On a vu que P(T}) = p? et P(T3) = p?q. Or,

p? 1 P> q+ V@ +4pg g/ +4pg

2—(8 —r) = 5 5 5
V@ +4pgq V@ +4pgq

p2

/P +Apg

x v/ q% + 4pg = p*

et
2

S A
V@ +4pg
donc H(1) est vraie.
Héreédité. Soit n € N*. Supposons que H(n) est vraie. Alors,

r?)

P 2
:—qu q* +4pq =pq

2 2
P(Tn) = p—(sn - Tn) et P(Tn+1) = p—(an . Tn+l)

V@ + 4pq Vv @* + 4pq

donc, d’apres la question 4.,

2 2

p n+1 n+1 p n n
P(Thi2) = g X ——=(5""" = 1"") + pg X ———=(s" —1")
V@ +4pg V@ +4pg
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p n n n n
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vV @ + 4pgq
_ P’ 72 — ¢7+2]

V@ + 4pg
la derniére égalité découlant de la question 5.c. puisque s et r sont des racines de

(E). Ainsi, comme #H(n) est vraie,

P2
P(T,11) = —5—=(s"" ="

VvV @* +4pq

et, de plus, on vient de montrer que

2
p n+2 n+2
P(Thi2) = —=—=(s""—1""")
V@* + 4pg
donc H(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, | H(n) est vraie pour tout n € N|.




