TB2 octobre 2024

Devoir a la maison n°3
A rendre le mercredi 6 novembre 2024

Premiére partie

Deux tireurs J; et Jo disputent une partie selon les régles suivantes : J; et J, tirent alterna-
tivement sur une cible jusqu’a ce qu'un des deux la touche. De plus, J; tire en premier.

Soit i € {1, 2}. A chaque tentative, la probabilité que le tireur J; touche la cible est égale a
pi €10;1[. On note, de plus, ¢; = 1 — p;.

On numérote les tirs a partir de 1. Ainsi, J; effectue les tirs de rangs impairs et Js les tirs de
rang pairs.

Pour tout k € N*, on note A : «la cible est atteinte au k-iéme tir ».

1. Soit n € N.
a. Montrer que la probabilité de As, ;1 est égale & pi(q1g2)".
b. Montrer que la probabilité de A, 1o est égale & ¢1p2(q1g2)™.

2. Pour i € {1,2}, on note G; : « le joueur J; remporte la partie ».

> +o0
a. Justifier que P(G) = py Z(qqu)" et que P(G3) = q1p2 Z(Qlfh)n-
n=0 n=0
b. En déduire que P(Gl) = L et que P(GQ) _ q1P2 ‘
1 = q192 1 —qq2
c. Montrer que la partie s’arréte presque stirement. (On rappelle que py = 1 — ¢ et

P2 = 1—Q2->

d. On dit que la partie est équitable si les deux joueurs ont la méme probabilité de

gagner. Montrer que la partie est équitable si et seulement si py = 7 P
- N
Deuxiéme partie (facultative)
Soit un entier ¢ > 2. On généralise la situation précédente a c tireurs notés Ji, Jo, ..., J..
Ils disputent la partie selon les mémes regles : Jy, Jo, ..., J. tirent successivement sur la cible

jusqu’a ce que I'un d’eux la touche. Le joueur J; tire en premier, le joueur Js en deuxiéme, et
ainsi de suite.

Soit i € [1,¢]. A chaque tentative, la probabilité que le joueur .J; touche la cible est égale a
€ ]0;1[. On note, de plus, ¢; = 1 — p;.
On numérote les tirs a partir de 1. Ainsi, pour tout i € [1, ], le joueur J; effectue les tirs de
rang cn + ¢ pour tout n € N.
Pour tout & € N*, on note A, : «la cible est atteinte au n-iéme tir ».

1. Soit n € N.
a. Montrer que la probabilité de A1 est égale & p1(qige - - - q.)™.
b. Soit i € [2,n]. Montrer que la probabilité de A.,; est égale a p;(q1g2 - - - ¢i—1)(q1G2 - * - qc)™-

2. Pour tout i € [1,¢], on note G; : «le joueur J; remporte la partie » et on pose 7(i) =
142 - q;.
Par convention, on pose, de plus, 7(0) = 1.



3.

+o0o
a. Montrer que P(G7) = p Zw(c)” et que, pour tout i € [2, ],

n=0
+oo
P(G;) =pm(i —1) Zw(c)”.
n=0
b. Montrer que, pour tout i € [1,c], P(G;) = pim(i — 1)
° que, p ) ) i) — 1 —7]'(0) .

c. Vérifier que, pour tout ¢ € [1,¢], p;w(i — 1) = w(i — 1) — 7w(¢) et en déduire que la
partie se termine presque stirement.

d. On dit que la partie est équitable si P(G;) = P(Gs) = --- = P(G.).
Montrer que la partie est équitable si et seulement si, pour tout i € [1,¢ — 1],
Pi
Piv1 = .
i L —ps
On suppose, dans cette question, que la partie est équitable.
1

a. On pose, pour tout i € [1,¢], u; = —.
i
Exprimer, pour tout i € [1,c¢ — 1], u;41 en fonction de w; et en déduire, pour tout
i € [1,¢c], une expression de u; en fonction de wu;.

Y4

b. Montrer que, pour tout ¢ € [1,¢], p; = ﬁ
— =1

c. Conclure que 7(c) =1 — cpy.

Troisiéme partie

On suppose dans cette partie qu'une infinité de tireurs (J,),en+ s’affrontent toujours selon
les mémes régles : Jy, Jo, ..., Jp, ... tirent successivement sur la cible jusqu’a ce que I'un d’eux la
touche. Le joueur .J; tire en premier, le joueur J; en deuxiéme, et ainsi de suite.

Soit n € N*. La probabilité que le joueur J,, touche la cible est égale a p, € |0;1[. On note,
de plus, ¢, =1 — p;.

On numérote les tirs a partir de 1. Ainsi, chaque joueur ne tire qu’une seule fois : le joueur
J1 au premier tir, le joueur J, au deuxiéme, et ainsi de suite.

On conserve les notations utilisées précédemment.

1.

Soit n € N. Montrer que la probabilité de I’événement G, : « le joueur J, gagne » est
égale & m(n — 1)p,.

Justifier que la série Z m(n — 1)p, converge vers un réel A < 1.

n=>1

. Montrer que la suite (7(n)),en est décroissante et positive et en déduire qu’elle converge

vers un réel a.

Justifier que, pour tout n € N*, P(G,) = m(n — 1) — w(n) et en déduire que A =1 — a.

. En déduire que la partie s’arréte presque stirement si et seulement si a = 0.

1
. Dans cette question, on suppose que, pour tout n € N*, p,, = m
n
) , n+2 1
Démontrer par récurrence que, pour tout n € N, m(n) = m et en déduire la
n

probabilité que la partie s’arréte.



Solution.

Premiére partie

1. a. Par définition, As,, 1 = AN AyN N Ay, N Ag,yq donc, par le théoréme des
probabilités composées,

P(Agnt1) = P(A)P4(A2) - Py iy (A2n) Py g (A2ns1)
= (1¢2)(192) - - - (1q2) X1

- /
g

n fois q1q2

= (Q1Q2)np1

donc |P(Ag41) = p1(q1ge)™|.

b. Par définition, A, = A1 N Ay N -+ N Agpiq N Agyio done, par le théoréme des
probabilités composées,
P(A2n+2) = P(A_1>PT1(A_2) e PAilﬁmﬁAgnfl(A_%)PEQWQT%(AQn‘Fl)PAilﬂ”f‘lAgnJrl <A2n+2)
= (®2)(01g2) -+ (@1q2) Xq1 X pa

J

~
n fois q1q2

= (Q1Q2)nQ1p2

donc |P(Agni1) = qipa(qiga)™ |-

“+o00
2. a. Par définition, G| = U Aoy et les événements (Agp,11)nen sont deux a deux incom-
n=0
400 400 —+o00
patibles donc P(G;) = P (U A2n+1> = ZP(A2n+1) = Zpl(qlqg)”. Ainsi, par
n=0 n=0 n=0
+oo
linéarité de la somme, |P(G;) = py Z(qlqg)" .
n=0
+00
De méme, G5 = U Agpio et les événements (Agyyy2)nen sont deux & deux incompa-
n=0
+o0o +o0 +00
tibles donc P(G>) = P (U A2n+2) = ZP(Aan) = ZQ1P2(CI1CI2)n- Ainsi, par
n=0 n=0 n=0
—+o0
linéarité de la somme, | P(Gy) = qi1p2 Z(qlqg)” .
n=0

b. Comme 0 < p; <1,0<1—p; <lie 0<gq <1 Deméme, 0 < ¢, < 1 donc,
par produit, 0 < ¢1q2 < 1. Ainsi, la série géométrique Z(qlqg)” converge donc

1 . D1
P(Gi))=p x —ie. |P(G})= ———|
(G =n L —q1g2 () 1 —qg
1
De méme, P(Gy) = ¢1ps x ——— ie. |P(Gy) = a2
I —q1q2 I —qg




c. L’événement « la partie se termine » est G; U Gy. Or, ces deux événements sont
disjoints donc la probabilité que la partie se termine est

P(G1 UGy) =P(Gy) + P(Gs)

J4! q2pP1

= +

I —qiq2 I —qigo
_ M + q1p2

1 —qige
_ l—qg+qa(l—q)

I —qiqe

_l-qg 1

1 —qge

Ainsi, ‘la partie se termine presque stirement ‘

d. La partie est équitable si et seulement si P(G1) = P(G2). Or,

P q1p p
P(G) =P(Gy) = ——— =" = p =qp>p=—.
1 —aqg2 1= q1ge a1
Or, ¢; = 1 — p; donc |la partie est équitable si et seulement si py = ] |
— D1

Deuxiéme partie

1. a. Comme précédemment, Agpy1 = A1 N Ay NN Ag N Agnyq done, par la formule des
probabilités composées,

P(Acn—l-l) - P(A_I)PE(A_2> o 'PEm---mm(Acn)PTm---mH<A0n+1)
= ()@ a) (g 9)p

N S

n fois q1q2-qc

donc [P(Aci1) = pi(qrqa -+ qe)"

b. De méme, Ayppi = A1N AN N Aeypio1 N Agnss done, par la formule des probabilités
composées,

P(Acn+i) = P(A_I)PE(A_2) e P/Tm--nAan_Q (Acn—iri—l)PA*mmmAm“_l(Acn+i)
= (@@ @) (@) (@G- ) Xqu X g2 X -+ gim1 X p;

n fois q1q2--qc

donc |P(Acnti) =pi(@1qa - qic1) (g2 - - - qo)™ |

2. a. Comme précédemment, G est I'union disjointe des événements (Agp,11)nen donc

+oo +oo +oo
P(G1) =) P(Ami) =) pilage--q)" =Y _ pim(o)"
n=0 n=0 n=0

+oo
donc, par linéarité, | P(G1) = py Z m(e)" |

n=0




De méme, pour tout i € 2, ],

+o0 +o0 +00
P(G;) = Z P(Acnyi) = sz‘(fh(h i) (g2 ge)" = ZPﬂT(i — D)m(c)"
n=0 n=0 n=0

+oo
donc, par linéarité, |P(G;) = pim(i — 1) Zﬁ(c)" .

n=0

. Avec la convention 7(0) = 1 de I’énoncé, on voit qu’en fait, pour tout i € [1,],
+oo

P(G,) =pm(i—1)> 7(o)".
n=0
Or, pour tout i € [1,n], 0 < p; < 1 donc 0 < ¢; < 1 et ainsi 0 < w(c) < 1.
400
1
Dés lors, la série géométrique ; converge et P(G;) = pm(i — 1) x =0 ie.

P(G;) = pli(z—;(cl)) .

. Soit i € [1,¢]. Alors, 7(i) = q1g2 - - - ¢;—1G; = 7(i — 1)g; donc
7(i 1) = 7(i) = 76 — 1) — (i — Vgs = (1 — go)(i — 1)

ie [m(i—1)—7() =pm(i —1)|

C
La partie se termine si et seulement si I’événement U G est réalisé donc, comme il
i=1
s’agit d’'une union disjointe, la probabilité que la partie se termine est

() - G- £

‘7w —1) —:W(i)
- ; 1 —m(c)
1, . .
= = ZZI (m(i — 1) — 7(3))
— 1_;7@ (m(0) — 7(c)) (par téléscopage)
1

=173 ) (1—=m(c)) =1.

Ainsi, ‘la partie se termine presque stirement ‘

pim(i—1)  piam(i)

1—n(c) 1—m(c)
ce qui équivaut a p;7(i — 1) = piyqm(i). Or, on a vu précédemment que, pour tout
i €[1,c], m(i) = w(i — 1)g; donc, la partie est équitable si et seulement si, pour tout
ie€l,c—1], pim(i — 1) = piyam(i — 1)g;. Or, pour tout k € [[1,¢], g > 0 donc, pour
tout i € [1,¢ — 1], m(i — 1) > 0. Ainsi, la partie est équitable si et seulement si, pour
tout i € [1,c—1], pi = pis1¢i = piy1(1—p;). Comme p; < 1, on conclut finalement que

Pi
1—p;|

. La partie est équitable si et seulement si, pour tout i € [[1,c—1],

la partie est équitable si et seulement si, pour tout i € [1,¢c — 1], piy1 =




3. a. Soit i € [1,¢—1]. Alors,

1 1—p; 1
S R
Pit1 Di Di

Ui+1 =

Ainsi, |pour tout ¢ € [1,¢ — 1], ujg = u; — 1|.

On en déduit que (u;)eq1,q est une suite arithmétique de raison —1 donc, pour tout
iel,c], us =u;+ (i—1) x (=1) i.e. |pour tout i € [1,c], u; =u; — (i — 1) |
1 1 1—(—1)p

b. On en déduit que, pour tout i € [1,¢], — = — — (i —1) = et ainsi on
pbi D1 p1
. D1
conclut que, |pour tout ¢ € |1,¢], p; = ———|
[l » 1—(i—1)m
c. On déduit de la question précédente que, pour tout i € [1,c],
1—(—1)p — 1—1
¢=1-p=1- o = ( .)p1 b e
1—(—=1)p 1—(i—1)p 1—(i—1)p
donc
I—p1 1—-2p; 1-—3p 1 —cp
— .. c — X X X o .. X e —
m(c) = QG243+ - q 1 - 1—2p, 1= (c— )pr

et, dans ce produit, tous les termes se simplifient sauf le premier numérateur et le

1—
EN w(c)=1—cpy|

dernier dénominateur donc 7(c) =

Remarque. On pouvait en fait montrer directement 1’égalité de la maniére suivante.

D’apres la question 2.c., Z P(G;) = 1 et, comme le jeu est équitable, pour tout

i=1

i € [1,¢], P(G;) = P(Gy) donc ZP(G1) = 1 1ie. ¢P(G;) = 1 soit finalement

i=1

1 0
P(Gy) = ~ De plus, d’aprés la question 2.b., P(G;) = 1pi7:r(i> =7 —p71r(c) donc
1
o= l—p—;r(c) i.e. 1 —7(c) = cpy soit finalement |7(c) =1 — ¢py |.

Troisiéme partie

1. Le raisonnement est le méme qu’a la question 1. de la Deuxiéme partie, la probabilité
de G, est P(G,) = q1q2 - - - gn_1pn, donc | P(G,,) = m(n — 1)p, |-

—+o00 —+o00
2. Les événements (G,,),en+ sont deux & deux incompatibles donc P (U Gn> = Z P(G,).
n=1 n=1

+oo
Ainsi, |la série ZP(GH) converge vers A = P (U Gn> <14

n=1

3. On a justifié précédemment que, pour tout n € N, m(n) > 0 et 7(n+ 1) = 7(n)gni1-
m(n+1)
m(n)
décroissant et minorée par 0 donc, par le théoréme de la limite monotone, on conclut que
(m(n)) converge vers un réel a > 0|.

Ainsi, = @ny1 < 1 donc |(m(n)) est décroissante et positive | Ainsi, (7(n)) est




4. Soit n € N*. Alors

P(Gy) =m(n—1)p, =m(n =1)(1 = gn) = 7(n = 1) = 7(n = 1)g,

et, comme 7(n — 1)g, = m(n), on conclut que |P(G,) =n(n) —n(n—1)|

Soit N € N*. Alors, par téléscopage,

N N
;;HG@:ggﬂn—n—wmﬁmﬂn—ﬂNyK;z1—@
+oo
donc ZP(Gn) = 1 — a. Autrement dit, .
n=1

+00
5. La partie s’arréte si et seulement 1’événement U G, est réalisé donc la probabilité que

n=1
la partie s’arréte est A = 1 — a. Ainsi, la partie s’arréte presque stirement si et seulement

sil—a=11ie. ‘la partie s’arréte si et seulement si a = 0 ‘

6. Pour tout n € N*, p,, = 5 donc

1
(n+1)
1 (n+1?-1 n’+2n+1-1 n(n+2)

DRI T e A (el

n+2

Considérons, pour tout n € N, la propriété P(n) : « m(n) = m »
n

042 2
e Initialisation. Par définition, 7(0) =1 et T2 2 done P(0) est vraie.
204+1) 2

e Hérédité. Soit n € N. On suppose que P(n) est vraie. Alors, comme n + 1 > 1,

(n+1)(n+3)
qn+1 = (n I 2)2 donc

_ ~ n42  (n+1)(n+3)  n+3
m(n+1) =7(n)gn1 = 2(n + 1) X (n +2)2 - 2(n+2)

donc P(n + 1) est vraie.
e Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que

n+2
Vn € N, 7'('(71) = m .
o n 1 . 1 , 1
Ainsi, w(n) ~ 3~ 3 donc a = ln}rl m(n) = 3 Par suite, A = 1 —a = 3 donc on
n n—-+0oo

1
conclut que |la probabilité que la partie s’arréte est égale a 3|




