TB2 septembre 2025

Devoir a la maison n°1
A rendre le mercredi 17 septembre 2025

On considére les suites (a,) et (b,) définies par leurs premiers termes ag = 0 et by = 1 et par
les relations de récurrence :

VneN au1 =2a,+0b, et b, =2b,.

1. Déterminer, pour tout n € N, une expression explicite de b, en fonction de n.

a
2. On définit la suite (c,) par : pour tout n € N, ¢,, = 2—2
1
a. Justifier que (¢,,) est une suite arithmétique de raison 3 et déterminer son premier

terme.
b. En déduire, pour tout n € N, une expression explicite de ¢, en fonction de n.

c. Déduire des questions précédentes, pour tout n € N, une expression explicite de a,,
en fonction de n.

3. On pose, pour tout n € N, S, = Z K2kt
k=0
a. Justifier que, pour tout k € N,

k
CLkZCLk_H—CLk—Z .

n
b. Calculer, pour tout n € N, Z ok,
k=0
c. Déduire des questions précédentes que, pour tout n € N,

Sp=(n—1)2"+1.

4. On se propose de retrouver le résultat de la question 3.c. par une autre méthode.
a. A l'aide d’'un changement d’indice, justifier que, pour tout n € N,

n

Spi1 = Y _(k+1)2"

k=0

b. En déduire que, pour tout n € N,

Sn+1 = QSn —|— i 2k

k=0

c. En exprimant d’une autre fagon S,,;; en fonction de S, retrouver le résultat de la
question 3.c..



Solution.

1. Par définition, (b,) est une suite géométrique de raison 2 et de premier termes by = 1
donc, ‘pour tout n € N, b, =2"|.

2. a. Soit n € N. Alors,

An1 . Qp o An1 B 2 X Qp o Ap1 — 2an

Cntl — Cn = 2n+1 on o 2n+1 92 x 9n o 2n+1

Or, par définition, pour tout n € N, a,,.1 = 2a, + b, donc a,1 — 2a, = b, i.e.
(py1 — 2a, = 2". Ainsi, pour tout n € N,

2" 2n

il T O T o T Ty on 2

1 a 0
On conclut que | (¢,) est une suite arithmétique de raison o1 De plus, ¢g = 2—8 =7

0 donc |le premier terme de (c,) est ¢g = 0|

1 n
b. On en déduit que, pour tout n € N, ¢, = ¢cg +n x 5 i.e. [pour tout n € N, ¢, = 5

Or, pour tout n € N,

an:2"><cn:2"><g:2x2”_lxg:2”_lxn

donc, | pour tout n € N, a,, = n2" "t |

3. a. Soit k € N. Alors, ay1 = 2ay + by, = a;, + a; + 2F donc, en soustrayant a;, + 2F aux

deux membres de I'égalité, ar., — (ap + 2%) = ay i.e. |ap = appy — ap — 2% |,
b. Soit n € N. Comme 2 # 1,

- A
22 =y = =
k=0 N B

Ainsi, |pour tout n € N, S, = 2"+t — 1|,
c. Soit n € N. D’aprés la question 3.a.

n n n

Sn = ka2k1 = kZGk = Z(ak+1 — ar — Qk) = Z(ak+1 — ak) — Z2k
=0 =0

k=0 k=0 k=0
Or, en reconnaissant une somme téléscopique,

n

> (arsr —ar) = appr —ag = (n+1)2"" =0 = (n+1)2"
k=0

et ainsi on déduit, en utilisant également le résultat de la question 3.b., que

Sy = (n+1)2"— (2" 1) = (n+1)2"—2"" 41 = (n+1)—2x2"+1 = (n+1-2)2"+1

le. |[S,=(n—-1)2"+1|




n+1
4. a. Soit n € N. Alors, S, = Zk‘Qk_l et, comme le terme d’indice £ = 0 est nul,

k=0
n+1

Spi1 = Zka’l. A T'aide d'un changement d’indice j = k — 1, on en déduit que
k=1

Spi1 = Z(] +1)27. Ainsi, |pour tout n € N, S, 41 = Z(k +1)2%|
=0 k=0

b. Par linéarité de la somme, on déduit que, pour tout n € N,

T S T T) D=5 SE ) S FERE Y GE ) o S OF
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 5—0

k=0

donc | S,41 =25, + Z ok |,
k=0

c. Par ailleurs, pour tout n € N, S,,11 = S, + (n+1)2"""1 =S, + (n+1)2". On déduit

alors de la question précédente que, pour tout n € N, 25, + Z 2 =S, + (n+1)2"
k=0

et donc S, = (n+1)2" — Z 2% Or, on a vu en question 3.b. que, pour tout n € N,
k=0

n
ZQ’“ = 2" _ 1 done, pour tout n € N,
k=0

Sp=(m+1)2" — (2" 1) =(n+1)2" —2x2"+1=(n+1-2)2"+1

et on retrouve bien que, |pour tout n € N, S, = (n —1)2" + 1|




