TB2 septembre 2023

Devoir a la maison n°1
A rendre le mercredi 13 septembre 2023

Exercice 1. On considére la suite (u,) définie par ug = 1 et, pour tout n € N,

n—+ 2

2n+1) ™

Un4+1 =

1. Calculer uq, us et us.

2. La suite (u,) est-elle arithmétique ? Est-elle géométrique ?
un
n+1
a. Montrer que (v,,) est une suite géométrique de raison %

3. On définit la suite (v,) par : pour tout n € N, v,, =

b. Pour tout n € N, en déduire I’expression de v,, puis celle de u,, en fonction de n.

Solution.
2 3 3
1. uy =upyr = §u0 donc , Uy = U] = ZUI donc |up = 4| et uz = ugyy = 6U2 donc
_ 1
us = 3|

2. up—upg=1—1=0¢et ug —u; =
pas arithmétique.

N[y

1= _}1 donc ug — uy # uy — ug et ainsi (u,) n’est

w1 _qett=
ug 1 ul

3. a. Soit n € N. Alors,

_ 3 U Ul : : ) . Py
= 7 donc 2 # 2 et ainsi (u,) n’est pas géométrique.

— | leo

Un+1 23:4—21) Un Unp, 1 U, 1
Un+1 = = = == = —Up
n+1+1 n+ 2 2(n+1) 2\n+1 2

donc | (v,) est une suite géométrique de raison 1 |.

1 n
b. Il s’ensuit que, pour tout n € N, v, = vg x | =] . Or, vg = Yo donc,
2 0+1
1 n
pour tout n € N, |v, = <§) . Dés lors, comme u,, = (n + 1)v,, pour tout n € N,
1\" n+1
Up=Mm+1)| =) = )
min) (3) ="
. ) . +1
Exercice 2. On définit la suite (¢,) par : pour tout n € N, ¢, = %

1. Montrer que, pour tout k € N*, k3 =t2 — 2.

n?(n+1)?

2. En déduire que, pour tout n € N*, Z k= 1

k=1



Solution.

1. Soit k£ € N*. Alors,
2 (k(k + 1))2 B ((k — 1)k> CRAE+1)? (k- 1)%K?
k k—1 — -

2 2 4 B 4

:%[(k:Jrl)Q—(k—l)Q}
:%[(HD—<k—1>H<k+1>+<’f—1”
:kz2><2><2k

:%xélkr
= k3

donc on a bien |t — 2 | = k3|

2. Soit n € N*. On déduit de la question précédente, en reconnaissant une somme télésco-

pique, que
& & n(n+1)\> n?(n +1)>2
=N (-t =t —t5= (—2 ) — 0% = —
k=1 k=1
n 2 1 2
On a bien montrer que, | pour tout n € N*, Y k? = w :
k=1

Exercice 3. Soit n € Net S = Z li — jl.

1<i<n
1<j<n

n i—1 n
1. En utilisant la relation de Chasles, justifier que S = Z (Z(z -7+ Z (j— Z))

i=1 \j=1 j=i+1
2. Soit un entier naturel 7.

i—1 i
—1
a. Montrer que Z(z —Jj) = il 5 )

j=1

(n—i)(n—i—i—l).

b. Montrer, de méme, que Z (j—1) = i

j=it+1
3. Justifier soigneusement que

n

ii—1)
2

““(n—i)(n—i+1
;< G +>:~:1

n n
4. Déduire des questions précédentes que S = Z 2 — Z i.
i=1 i=1



n(n? — 1)'

. Conclure que S = 3

. D’aprés la relation de Chasles,

n o n no /i1 n
EOWNEVES o] PSIEFENTERD oEw)
i=1 j=1 i=1 \j=1 j=i+1
Or,
esije[l,i—1]alors j<idoncl|i—j|=1i—7j;
e |i —i|=10]=0;
e sij€ i+ 1,n] alors j > i donc |i — j| =7 —i.

n i—1 n
On en déduit que | S = Z (Z(z —J)+ Z (4 — z)) :
i=1 1

j= J=i+1

. a. Par symétrie,

i— i—

D ==k

J=1 k=1
i—1 .
-1
donc, par théoréme, (i—j) = (s . )
j=1
b. De méme,
PEDEDIN

donc Z(j_i): (n—z’)(n—H—l)‘

j=i+1

. Toujours par le propriété de symétrie,

“(n—i)(n—i+1)
Z 2 2

i=1 p=0

et donc, pas le changement d’indice 1 = p + 1,

. Par linéarité, on déduit des questions précédentes que

n n

SzQii(i;D:zﬂ:QXi(i;D:Zz’(z’—l):ZiQ—i

i=1 =1

n n
donc | S = E 2 — E 7.
i=1 i=1




5. On déduit des propriétés du cours que

nn+1)2n+1) nhn+1) nh+1)2n+1)—3n(n+1)

5= 6 2 6
_nm+1D[2n+1)=-3 nn+1)2n-2) n(n+1)x2(n-1)
B 6 B 6 N 6
:n(n—l—l)(n—l)

3

donc, en reconnaissant une identité remarquable, on conclut que | S =




