¢ Chapitre 7. Compléments sur ’intégration
p p g

I. — Rappels sur l'intégration des fonctions continues sur
un segment

1) Primitives

— Définition 1 N

Soit f une fonction numérique et I un intervalle inclus dans D;. On appelle primitive de
f sur I toute fonction définie et dérivable sur I telle que F' = f.

Théoréeme 2

Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur /.

Dans le tableau suivant, a, k et « sont des réels et n € N*,

Les primitives de sont les fonctions sur
T—a T —axr+c R
r— " T — "t 4 R

n+1
1 1
zt— — n>=22) |z2+— —————+4c|]—00;0[ ou]0;+o00]
" (n — 1)an—!
1
— ¢ —1 — ——— o+l 0;
T * (a#£-1)| =z R +c 105 4-00]
1
T — — z+— In(|z|) + ¢ |—00;0[ ou ]0; +o0|
x
1
$'—>ﬁ r— 2T +c 105 +o0]
T — e’ r— e’ +c R
x — sin(x) r— —cosx +c R
x — cos(x) T +—>sinx + ¢ R
1
xr— x — arctan(x) + ¢ R
1+ 22

Dans le tableau suivant, u désigne une fonction définie et dérivable sur un intervalle I, a, b,
c et a sont des réels tels que a # 0 et n € N*.



Les primitives de

sont les fonctions

sur tout intervalle J

u'u" ?u”“ +c inclus dans [
n
w (n>2) — ! +c inclus dans [ et sur lequel u ne s’annule pas
ur 7 (n — Dur—! 4 P
1
u'u ?uo‘“ +c inclus dans I et sur lequel u est strictement positive
a
In(|ul) + ¢ inclus dans [ et sur lequel u ne s’annule pas

inclus dans I et sur lequel u est strictement positive

u'e” e’ +c inclus dans [/
u’ cos(u) sin(u) + ¢ inclus dans 1
u’ sin(u) —cos(u) + ¢ inclus dans 1

u/
— arctan(u) + ¢ inclus dans 1
1 4 u?

Exemple 3. Déterminer une primitive de

frar— 22 +3) (2 +32)’swr R g:2+— e sur R h:x—

k: x> cos(3x + 1) sur R

Cio— — sur 115400 m:x+——

sur R

2 +1

3

(x* —1)5 x—3

2) Intégrale d’une fonction continue sur un segment

r=aetx=0>0.

.

— Définition 4

Soit f une fonction continue et positive sur
un intervalle [a ; b]. On définit 'intégrale de a a
b de la fonction f comme I’aire sous la courbe

€y i.e. la valeur, en unités d’aire, de l'aire de
la partie du plan délimitée par la courbe %,
I’axe des abscisses et les droites d’équations

b

Notation 5. L’intégrale de a a b de la fonction f est notée / f(z)dz.

a

y

Théoréeme 6

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a;b]. Alors, la fonction F' définie

sur [a;b] par F : x —> / f(t) dt est 'unique primitive de f sur [a;b] qui s’annule en a.

sur |—o0; 3|




— Corollaire 7

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a;b]. Si F' est une primitive de f
sur [a;b] alors

Théoréme et définition 8

Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soit a et b deux réels appartenant a I.
Alors, quelle que soit la primitive F' de f, la différence F'(b) — F'(a) prend la méme valeur.
Par définition, cette valeur est appelée l'intégrale de a et b de la fonction f et on la

note /b f(x)dx.

Exemple 9. Calculer les intégrales suivantes :

T In(3) 1
L = / sin(t) dt I, = / ez dx I3 = / u® — 2u® + 2udu
0

-7 -1

¢ In(x) e dt Lo
L= dv L= [ L= —— du
LT ° 7 Je tin(t) ST o T+a2 "

Propriété 10

Soit I un intervalle de R.
1. LINEARITE DE L' INTEGRALE
b
Soit a et b dans I. L’application f —— / f(x)dz est une application linéaire

a
de l'espace vectoriel € (I,R) dans R. Autrement dit, pour toutes fonctions f et g
continues sur I et pour tous réels \ et u,

//\f + pg(z dx—)\/ dx—l—,u/

2. POSITIVITE DE L'INTEGRALE
Si a et b sont deux éléments de I tels que a < b et si f est une fonction continue sur

b
I telle que f(x) > 0 pour tout = € [a;b] alors / flx)dx >

a
3. CROISSANCE DE L’INTEGRALE
Si a et b sont deux éléments de I tels que a < b et si f et g sont deux fonctions

b
continues sur I telles que f(z) > g(x) pour tout z € [a;0b] alors / flz)dz >

/abg(x) dz. a

4. RELATION DE CHASLES
Sia, b et ¢ sont trois éléments quelconques de [ alors

/ dx+/ dx—/bf(x)dm.




Propriété 11. — Formule d’intégration par parties

Soit u et v deux fonctions de classe €' sur un intervalle I. Alors, pour tous réels a et b
appartenant a I,

—— Méthode 12 : Choix de la fonction a intégrer et de celle a dériver ——

Voici quelques pistes pour que la nouvelle intégrale a calculer soit plus simple :

1. Les fonctions In et arctan ont pour dérivées des fonctions rationnelles, il est donc a
priori intéressant de les dériver.

2. Si P est un polynome de degré n, non nul, P’ est un polynome de degré n — 1. On
va donc privilégier la dérivation pour les polynoémes.

3. Les fonctions x — e®* x +— cos(az + b), x — sin(az + b), z — (ax + b)™ avec
a# 0 et a # —1 ont des dérivées ou des primitives de méme forme, on peut donc
indifféremment les intégrer ou les dériver.

. J

Exemple 13.
1
1. Calculer I :/ xe” dx.
0
2. Déterminer une primitive de In sur |0; 4+o00.

3. Calculer J = /7r sin(x)e” dz.
0

e—1
4. Calculer K = / In(1 + ¢) dt.
0

Propriété 14. — Formule de changement de variable

Soit w une fonction de classe €’ sur un intervalle I telle que, pour tout ¢ € I, u(t) appartient

a un intervalle J. Pour toute fonction f continue sur J et pour tous réels a et b appartenant
al,

/uu(b) e = / " Flu())() dt.

(a) a

Remarque 15. Un changement de variable consiste en pratique a poser x = u(t). Lorsque u est
bijective, on peut également le donner sous la forme ¢t = u=!(z), ce qui revient en fait a lire la
formule de droite a gauche plutét que de gauche a droite.

Exemple 16. Calculer les intégrales suivantes a ’aide du changement de variable indiqué.

1
1. I :/ V1 —a?dex, v = sin(t).
0
1
2. [2:/ 2*V1 — 22dx, v = sin(t).
0

3. [;;z/f%}?dx,t:\/}.




II. — Fonctions continues par morceaux

1) Définition

— Définition 17 2
On dit qu'une fonction f : R — R est continue par morceaux s’il existe des réels
a1 < as < --- < ay, tels que :

e f est continue sur |—o00;ay[, sur Ja, ; +o0o[ et sur |a; ; a;1[ pour tout i € [1,n — 1] ;

e Pour tout ¢ € [1,n], f admet une limite finie a droite et & gauche en a;.

\ N /

Remarque 18. Ainsi, une fonction continue par morceaux est une fonction qui est continue sur
R sauf éventuellement en quelques points qu’on appelle des points de discontinuité. En chaque
point de discontinuité a;, la fonction admet cependant des limites finies a droite et a gauche,
limites qui ne sont pas nécessairement égales et qui ne sont pas non plus nécessairement égale a
la valeur de f(a;).

Exemple 19. Voici un exemple de courbe de fonction continue par morceaux ayant 3 points de
discontinuité :

Exemple 20. Les fonctions suivants sont-elles continues par morceaux sur R ?

?sir<l1 5 .
. zesixz <0
—lsiz=1 .
1. f:x— ] 2.9g:x0—qlsiz=0
e?sil<z <2 1.
1. ~siz>0
csix>2 z

Remarque 21.

1. Une fonction continue sur R est en particulier une fonction continue par morceaux sur R.

2. Si f est une fonction continue par morceaux sur R avec a; < as < --- < a, comme
points de discontinuité alors, pour tout i € [1,n — 1], la restriction f; de f & ]a;; a;j11]
se prolonge en une fonction continue sur [a;;a;4+1] en posant fi(a;) = lim+ f(x) et

Tr—a;

filaiy) = IE(ILT_I f(x)



L’ensemble %, (R, R) des fonctions continues par morceaux sur R est un sous-espace vectoriel

de Z(R,R).

2) Intégrale d’une fonction continue par morceaux

— Définition 23

Soit f € €,n(R,R) et a et b deux réels tels que a < b. On suppose qu’entre a et b les points
de discontinuité de f sont aq, as, ..., ax. Alors, on définit :

/abf(:z)das:Lalf(x)dx-l—/ff(x)dx—i----+/aif(x)dx.

et

[ 1@ == [ sz

.

3
Exemple 24. Calculer / f(z)dx ou f est la fonction définie dans I'exemple 20.
-1

Toutes les propriétés de l'intégrale des fonctions continues énoncées dans la propriété
10 (linéarité, positivité, croissance, relation de Chasles) restent vraies pour les fonctions

continues par morceaux.

x
Soit f une fonction continue par morceaux sur R, a € Ret F : z +— / f(t)dt.
a

1. La fonction F est continue sur R.

2. La fonction F est dérivable en x si f est continue en z et alors F'(x) = f(z).

3. Si f est positive sur R alors F' est croissante sur R.

III. — Intégrale généralisée en une borne infinie

1) Théoréme de la limite monotone pour les fonctions

1. Si F: R — R est une fonction croissante sur R alors soit F' est majorée et admet
une limite finie en 400 soit F' n’est pas majorée et diverge vers +o0o en +00.

2. Si F: R — R est une fonction décroissante sur R alors soit I’ est majorée et admet
une limite finie en —oo soit F' n’est pas majorée et diverge vers +0o en —oo.




2) Intégrale généralisée en +oo

' 7

Théoréme et définition 28

Soit f une fonction continue par morceaux et positive sur R et a € R. Alors, la fonction
xr
F:zv+— / f(t)dt admet une limite finie ou infinie en +oo.

Cette limite s’appelle I'intégrale généralisée (ou impropre) de f sur [a;+oo[ et se note

téﬁmf@)dt

— Définition 29 7
Soit f une fonction continue par morceaux et positive sur R et a € R.

+00 +o0

e Si / f(t)dt est finie, on dit que l'intégrale généralisée / f(t)dt converge.
+o0 +00

e Si / f(t)dt vaut 400, on dit que I'intégrale généralisée / f(t)dt diverge.

+o0o
e Déterminer la nature de l'intégrale généralisée / f(t)dt, c’est déterminer si elle
a
converge ou elle diverge.

. J

Exemple 30. Etudier la nature des intégrales généralisée suivantes et interpréter le résultat en

terme d’aire.
oo _ 1 +oo 1
h:/ et dt 5:/ St g:/ i
0 1 1

[ Théoréme 31. — Critére de Riemann ]

+oo 1
Soit o € R. Alors, l'intégrale généralisée / = dt converge si et seulement si o > 1. ]
1

Remarque 32. Dans le critere précédent, la borne 1 dans l'intégrale peut étre remplacée par
n’importe quel réel a > 0.

3) Intégrale généralisée en —oo

Théoréme et définition 33

Soit f une fonction continue par morceaux et positive sur R et a € R. Alors, la fonction
a

F:zv— / f(t) dt admet une limite finie ou infinie en —oo.
x

Cette limite s’appelle I'intégrale généralisée (ou impropre) de f sur |—o0;al et se note

[;ﬂmh

Remarque 34. Soit f une fonction continue par morceaux et positive sur R et a € R. On dit,

comme dans le cas précédent, que l'intégrale généralisée / f(t)dt converge si / f(t)de

est finie et qu’elle diverge si / f(t)dt vaut +oo. Déterminer la nature d’une telle intégrale

généralisée, c’est déterminer si elle converge ou si elle diverge.



Exemple 35. Etudier la nature des intégrales généralisée suivantes.

I—/O _te I—/O LY I—/O LI
s 2T 1482 ST e (1 —t)?

4) Intégrale généralisée sur R

Soit f : R — R une fonction continue par morceaux et positive. Alors, la valeur de

/_OO () dt + /a+°° F(t) dt

est indépendante de la valeur du réel a.
+0oo
Cette valeur est appelée l'intégrale généralisée de f sur R et se note / f()dt.

—00

Remarque 37. Soit f une fonction continue par morceaux et positive sur R et a € R. On dit,

+o0o +oo
comme dans le cas précédent, que I'intégrale généralisée / f(t)dt converge si / f(t)dt

+o0
est finie et qu’elle diverge si / f(t) dt vaut +00. Déterminer la nature d’une telle intégrale

généralisée, c’est déterminer si elle converge ou si elle diverge.
+oo

On remarquera, de plus, que / f(t)dt converge si et seulement s'il existe un réel a tel

a +oo
que les deux intégrales généralisées / f(t)dt et / f(t) dt converge.

Exemple 38. Etudier la nature des intégrales généralisée suivantes.

+oo 2 +oo ] +o0 '
11:/_00 |t|e dt [2:/_00 mdt 13:/_ooedt

“+o0o +2
L’intégrale généralisée / e~ 2 dt converge et
—00

—+o00 2
/ e~ 5 dt = V2.

—00

5) Propriétés de l’intégrale généralisée

Les propriétés de croissance et de positivité de l'intégrale ainsi que la relation de Chasles
énoncées dans la propriété 10 restent vraies pour les intégrales généralisées des fonctions
continues par morceaux et positives.

La linéarité reste vraie a condition de supposer les réels \ et p positifs.




6) Intégration par parties

On peut adapter la formule d’intégration par parties en 1'utilisant sur un segment en passant
a la limite. Il convient dans ce cas de vérifier que les deux nouveaux termes convergent pour
assurer la convergence de l'intégrale a calculer.

Exemple 41.

0
1. Montrer que 'intégrale / —te dt converge et calculer sa valeur.

+oo In(¢)
t2

2. Montrer que l'intégrale / dt converge et calculer sa valeur.

1

7) Changement de variable

( \

Théoréme 42

Les lettres a et b désignent des réels ou —oo ou +oo. Soit ¢ une fonction de classe € et
strictement croissante sur |a ; b ayant une limite (finie ou infinie) v en a et une limite (finie ou
infinie) 5 en b. Alors, pour tout fonction f continue et positive sur 'intervalle d’extrémités

B
a et [ (borne(s) comprise(s) si a et/ou § sont des réels), les intégrales / f(z)dz et

b
/ fp()¢'(t) dt ont la méme nature et la méme valeur.

Remarque 43.

1. Comme dans le cas de 'intégrale sur un segment, un changement de variable consiste en
pratique & poser = p(t). Comme ¢ est continue et strictement croissante, elle réalise
une bijection de Ja;b[ dans |a; 5] donc on peut également donner le changement de
variable sous la forme ¢t = o~ !(z).

2. Dans le cadre des intégrales généralisées, les hypotheses sur le changement de variable
sont plus restrictives puisqu’on demande a ce que ¢ soit strictement croissante en plus
d’étre de classe €.

T

14 e?®

+o0
Exemple 44. Calculer I = / dz a l'aide du changement de variable x = In(t).
0

8) Théorémes de comparaison

( )

Théoréme 45

Soit f et g deux fonctions continues par morceaux et positives sur R et a € R. On suppose
que f(z) < g(x) pour tout = € [a;+oo. Alors,

1. /:OOf(:B) dr < /a%og(:l:) dz;

2. En particulier,
+oo

+oo
o si / f(z) dz diverge alors / g(x) dx diverge;

+oo +o0
o si / g(x) dz converge alors / f(x)dx converge.

a +oo
Remarque 46. On a les énoncés équivalents avec les intégrales de la forme / et / .
—0o0 —0o0



Exemple 47.

+o0 92
1. Déterminer la nature de I = / 2 + cos(x)
1 1+ a3

+00 2 + cos(x)

2. Méme question avec J = /
0 1+

Théoréme 48

Soit f et g deux fonctions continues par morceaux et positives sur R et a € R. On suppose

“+o00o “+oo
que f(x) ~ g(z) au voisinage de +00. Alors, les intégrales / f(z)dz et / g(x)dz ont

la méme nature (mais pas nécessairement la méme valeur).

a +oo
Remarque 49. On a les énoncés équivalents avec les intégrales de la forme / et / .

Exemple 50.
+o00 1
1. Déterminer la nature de [ = / ——dz.
1 223 —1
2. M J= [Tt g
. Méme question avec J = / —duz.
4 1 144z

IV. — Exercices

Exercice 1. Déterminer si les fonctions suivantes sont continues par morceaux.

rsix<—1 e*%six<0
1. frxr—<{1size[-1;0] 2. g:x—<{1size0;1]
e_%six>0 rsiz>1

Exercice 2. Calculer les intégrales suivantes.
5 tsit<O0
1. I:/ F)dt ot f it {2 sit e [0;1]
-2
Tsit>1
Jrsite[li4]

1 .
mSlt>4

2. J:/1629(t)dtoi1f:tr—>{

Exercice 3. A 'aide d’une primitive, étudier la nature des intégrales suivantes et déterminer
leurs valeurs en cas de convergence.

oo In(t) [t [t e e dx
11_/1 = 12_/0 el 13_/0 tetdt 14_/2 e

+oo 0sit<O

Exercice 4. Calculer [ = / 3
e sit >0

—00

f(t)dtoﬁf:t%{

. +o0
Exercice 5. Etudier, en fonction du réel o, la nature de I'intégrale généralisée I, = / et dt.
0



“+oo
Exercice 6. Montrer, grace a une intégration par parties, que l'intégrale I = / e dt
0

converge et donner sa valeur.

-1
Exercice 7. Soit la fonction f définie sur |0, +oo] par f(x) = In (e n 1).
eCE

1. Donner l'expression de f’ sur ]0;+oo.

A 3 I / Foo 1 1 e+ 1

2. En déduire la convergence de l'intégrale I = / ——dz et que I = = In ( ) .
1 et —e® 2 e—1

Exercice 8. Soit la fonction f définie sur R par f(z) = (1—Eel’)2'

1. Donner une primitive de f sur R.

+o0 e’
2. Justifier la convergence de l'intégrale I = / ———dx et précisera sa valeur.
o (At
too ge®
3. Démontrer a 'aide d’une intégration par parties que J = / ————dz =1n(2).
0o (+ep
. . e o 1 e’
Indication. Apres avoir intégré par parties, écrire que = pour calculer

1+er e *41
I'intégrale restante.

Exercice 9. Pour tout entier naturel n et pour tout réel positif A, on pose :

A
I(A) = /0 t"e tdt.

1. Calculer, pour tout A > 0, Iy(A) et en déduire que 'intégrale [y = /+OO e 'dt converge
et donner sa valeur. ’
2. a. Soit A > 0 et n € N. Déterminer, a 'aide d’une intégration par parties, une relation
entre I,,11(A) et I,,(A).
b. En déduire, par récurrence, que, pour tout n € N, / o t"e"tdt converge. On note I,
cette intégrale. ’

c. Soit n € N. Ecrire la relation liant 1,1 et I, puis en déduire une expression de [,, en
fonction de n.

Exercice 10.

1 1 t
1. Montrer que pour tout t > 1, ——m< = — — ——.
t(1+¢2) t 1+t
400 1
2. En déduire la valeur de I = / —dt.
1 t(1+1¢2)

Exercice 11. En utilisant une intégration par parties, montrer la convergence et calculer la
valeur des intégrales suivantes. (Pour J, on pourra utiliser le résultat de I'exercice précédent.)

I /+°° In(1 +¢%) d&t g /+°° arctan(t) dt.
1 t2 1 12

Exercice 12. En utilisant un changement de variable simple, calculer I = / e " dux.



Exercice 13. En utilisant le changement de variable indiqué, étudier la nature des intégrales
ci-dessous et calculer leurs valeurs en cas de convergence.

1:/2+°° L at =) J:/m “de (z=1n()

2+ 4 o 1+e*
(u= VT )

+00 1 +00 1
K:/l ST =) L:/1 e L

Pour le calcul de L, une fois le changement de variable effectué, on pourra remarquer que, pour
1 l—u+u

w?—1  u2-1

tout u > 1,

Exercice 14. Déterminer la nature des intégrales généralisées suivantes.

+oo 400 gipn? +oo
11=/ Vi g 12:/ sin”(t) 13:/ dt
1 1 1

2+1 £3 /
+oo In (f) oo 1 too  dt
I:/ 2 g 1:/ o 1:/ 4
T t T gt 67 Jo A4t

Exercice 15. Dans chaque cas, justifier la convergence de I'intégrale et calculer sa valeur.

+o0o +o0o +ool t +o0o 1
]:/ e 2 dt J:/ te tdt K:/ ﬂdt L/ - dt
0 0 1 12 oo 2+t +1

Pour L, on pourra commencer par remarquer que, pour tout réel ¢, * +¢ + 1 = (¢ + %)2 + 3
puis effectuer le changement de variable ¢ = @u — %

+

Exercice 16. On considere I'intégrale I = / te~ Vi dt.

0
J/a

a
1. Soit a >0, I, :/ te Vidt et Jg = / ude ™ du.
0 0
a. Montrer, a l'aide du changement de variable t = u2, que I, = 2.J,.
b. A Plaide d’intégrations par parties, montrer que

Jo=6—(Va'+3a+6a+6)eV"

2. En déduire que I est convergente et déterminer sa valeur.

In(t)
(1+1¢)3

Exercice 17. Pour a > 1, on pose [, = / dt
1

—In(a) +1 a dt
2(14+a)? 21 t(141t)?*

) 1 1 1 1
2. a. Montrer que, pour tout réel ¢t > 0, m =771 i TEE

1. A laide d’une intégration par parties, montrer que I, =

1
b. En déduire une primitive de ¢ — e sur |0 ; +o0].
3. Déduire d tions précédent /%o LI VS N
. Déduire des questions précédentes que ———dt=-In(2) — =
b P R R R 4



