¢ Chapitre 6. Applications linéaires

Dans tout le chapitre, K désigne I’ensemble R ou ’ensemble C.

I. — Définitions et propriétés générales

1) Définition

— Définition 1 ~

Soit E et F deux K-espaces vectoriels. Une application linéaire de E dans F est une
fonction f: E — F compatible avec les opérations d’espaces vectoriels c¢’est-a-dire telle
que :

o V(u;v) € E? f(utv)=f(u)+ f(v);
e Yve E, VA€ K, f(l)=Af(v).
L’ensemble des applications linéaires de E' dans F' se note Z(F, F).

& On prendra garde au fait que dans 'égalité f(u + v) = f(u) + f(v), le « + » a gauche
représente 'addition dans E alors que le « + » a droite représente I'addition dans F'.

Remarque 2. Dans la pratique, on peut montrer qu'une application est linéaire en montrant que,
pour tout (u;v) € E? et tout A € K, f(Au+v) = Af(u) + f(v).

Exemple 3.
1. Pour tout réel a, f; : x — ax est une application linéaire de R dans R.
. fo: P —— P’ est une application linéaire de R[X| dans R[X].

2
3. f3: Ar—"'A est une application linéaire de .#,,(K) dans .#,(K) pour tout n € N*.
4

1
e f1ig— / g(t) dt est une application linéaire du R-espace vectoriel des fonctions

continues sur [0;1] dans R.

o

fs:(x;y;2) — (x —y + z;2x — 3y — z) est une application linéaire de R dans R?.

6. Pour tout n € N* et tout k € [1,n], px : (21,22, ..., ) — x} est une application linéaire
de K™ dans K appelée la k-ieme projection.

7. Si E est un espace vectoriel alors idg : v — v est une application linéaire de E dans
lui-méme.

8. Si E est un espace vectoriel alors 'application nulle v — 0g est une application linéaire
de E dans lui-méme.

9. Si Q est un univers fini, 'espérance est une application linéaire du R-espace vectoriel des
variables aléatoires réelles sur (2 dans R.

10. f: a2+ 2? n’est pas une application linéaire de R dans R.

11. det : A — det(A) n’est pas une application linéaire de .#5(R) dans R.



Propriété 4

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels et f € Z(E, F).
1. f(0g) = Op.
2. Pour tout v € E, f(—v) = —f(v).

3. L’image d'une combinaison de vecteurs de E est la combinaison linéaire des images
avec les mémes coefficients. Autrement dit,

p
V(v1,v2, ..., Up) € EP, Y(A1, Mg, .oy Ap) € KP, (Z )\kvk> = Z)\kf(vk).
Bl

Démonstration.
1. f(0p) = f(0p +0p) = f(0p) + f(0r) = 2f(0g) donc f(0g) = OF.
2. Soit v € E. Alors, f(v) = f((—=1)v) = (=1)f(v) = —f(v).
3. Considérons, pour tout p € N*, la proposition 77( ) : « pour tout (vy,va,...,v,) € EP et

pour tout (A1, Ag,...,\p) € KP, f (Z )\kvk) Z/\kf V) ».

Initialisation. Soit v; € F et \; € K. Alors, par 11near1te de f,

1
/ <Z Ak”kz) = f(Avr) = A f(v1) Z)\kf oy
k=1

donc P(1) est vraie.

Hérédité. Soit p € N*. Supposons que P(p) est vraie. Considérons (vy, va, ..., Up, Upt1) €
EPt et (A, Mgy ooy Apy1) € KPTL Alors, par linéarité de f,

p+1 D p
f (Z /\kvk) =f (Z AR + >\p+lvp+l> =f (Z )\kvk> + f<>\p+lvp+1)'
k=1 k=1

k=1

p p
Comme P(p) est vraie, f <Z )\kvk> = > Aef(vg) et, par linéarité de f, f(Apr1vpt1) =

k=1 k=1
Api1f (0p:1) done

k=1

p+1 p+1
FD Ao Z)\kf Ug) + Apr1f (Vp11) Z)\kf V)
=1

et on conclut que P(p + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, P(p) est vraie pour tout p € N*.
Ainsi,

p
V(v1,v2,...,0p) € EP, Y(A1, g, .., Ay) € KP, (Z )\kvk> = Z)\kf(vk).
k=1



— Définition 5 ~

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels.

1. Un endomorphisme de E est une application linéaire de E dans lui-méme. On
note .Z(E) I'ensemble des endomorphismes de E.

2. Un isomorphisme de E dans F' est une application linéaire bijective de E dans F'.

3. Un automorphisme de E est une application linéaire bijective de E dans lui-
méme c’est-a-dire une application qui est a la fois un endomorphisme de E et un
isomorphisme.

\ N /

Exemple 6.
1. Montrer que f: (x;y;2) — (x+y+2;2 —y+ 2z;x + 2) est un endomorphisme de R3
qui n’est pas un isomorphisme.
2. Montrer que g: (a;b;c) — aX?+bX + c est un isomorphisme de R? dans Ro[X].
3. Montrer que h : (x;y) — (r +y;x — y) est un automorphisme de R?.

Solution.

1. Soit vy = (x1,y1, 21) et vo = (T2, Y2, 22) deux éléments de R? et A € R. Alors, \vy + vy =
(A1 + 22, A\y1 + Y2, A21 + 22) donc

FOwr +v2) = (Azy + 21 + Ayp + y2 + Azt + 20, Az + 21 — (Ay1 + y2) + Az1 + 22,
ATy + 21 + A2p + 22)
= AMa1+y1+ 21,71 — Y1+ 21,71+ 21) + (T2 + Y2 + 22,72 — Yo + 22,72 + 22)
= A (v1) + f(v2)

donc f est une application linéaire de R® dans lui-méme. Ainsi, f est un endomorphisme
de R3.
De plus, f(0,0,0) = f(1,0,—1) = (0,0,0) donc f n’est pas injective et ainsi f n’est pas
un isomorphisme.

2. Soit vy = (a1, by, c1) et vy = (ag, by, o) deux éléments de R3 et A € R. Alors, vy + vy =
(Aay + ag, Aby + ba, Acy + ¢3) donc

g()\vl + 1}2) = ()\Cll + CLQ)XQ -+ ()\bl -+ bg)X + ()\Cl + CQ)
= )\(G1X2 -+ le -+ Cl) -+ (CL2X2 + b2X -+ Cg)
= Ag(v1) 4 g(v2)

donc g est une application linéaire de R dans Ry[X].

De plus, par théoréme, pour tout P € Ry[X], il existe un unique (a,b,c) € R? tel que
P =aX?+0bX +ci.e. tel que P = g(a,b,c) donc g est bijective.

On conclut que g est un isomorphisme de R* dans Ry[X].

3. Soit v; = (w1,41) et vy = (T2,y2) deux éléments de R? et A € R. Alors, Ay + vy =
(A1 + x2, Ay + y2) donc

h(Avy + v) = (Az1 + To + Ay1 + Yo, Ary + 22 — (Ay1 + 12))
= ANz1+ vy, 210 — 1) + (T2 + Yo, 22 — Ya)
= M(v1) + h(vg)



donc h est une application linéaire de R? dans lui-méme : c¢’est donc un endomorphisme
de R2.
Soit (a,b) € R2. Alors, pour tout (z,y) € R?

rt+y=a L1
r—y=>b Ly

h(x,y)=(a,b)<:>(x+y,x—y)=(a,b)<:>{

rt+y=a L1
—2y:b—a Lg(—LQ—Ll

a+b

xr = 2
— 4l
y=79

Ainsi, (a,b) posséde un unique antécédent par h dans R? donc h est bijective. On conclut
donc que h est un automorphisme de R2.

2) Opérations

Soit F et F' deux K-espaces vectoriels, f € Z(E,F) et g€ L(E,F).
Pour tous réels o et 3, af + fg € Z(E, F).

Démonstration. Soit (o, 8) € K?. Soit (u,v) € E* et A € K. Alors,
(

(af + Bg)Mu+v) = af(\u+v) + Bg(Au+v)

a(Af(u) + f(v) + B(Ag(u) + g(v))
Aaf(u) + Bg(u) + af (v) + By(v)
= Maf + Bg)(u) + (af + Bg)(v)

donc aof + g € Z(E,F). O

Remarque 8. On déduit de la propriété précédente que Z(E, F') est un sous-espace vectoriel de
Z(E,F).

Soit E, F et G des K-espaces vectoriels, f € Z(E,F) et g € Z(F,G).
Alors, go f € Z(E,G).

Démonstration. Soit (u,v) € E? et X € K. Alors, en utilisant la linéarité de f puis celle de g, il
vient :

(g0 f)(Mu+v) = g(f(Au+v)) = g(Af(u)+ f(v)) = Ag(f(u) +9(f(v)) = Ago f)(u)+ (g0 f)(v)
donc go f € Z(FE,G). O
Exemple 10. En reprenant les applications de I'exemple 6, déterminer 'application g o f.

Solution. Pour tout (x,y, z) € R?,

(gof)(x,y,2) = g(f(z,y,2)) = g(x+y+2,2—y+2,2+2) = (x+y+2) X+ (r—y+2) X +2+2.



Soit E et F deux K-espaces vectoriels. Si f est un isomorphisme de E dans F alors f~! est
un isomorphisme F' dans E.

Exemple 12. En reprenant les applications de I'exemple 6, déterminer les applications g~! et
h=t.
Solution. Soit P € Ry[X]. Alors, il existe un unique (z,y, z) € R3 tel que P = aX?+bX +c.
De plus,
o c=P(0);
e P'=2aX +bdoncb= P(0);
e P"=2a donc a = 1P"(0).
Ainsi, I'unique antécédent de P par g est (3P”(0), P'(0), P(0)) donc
gl Ry[X] — R3
P (3P(0),P(0), P(0))
Pour ce qui est de h, la recherche d’antécédent effectué dans I’exemple 6 montre que
h=t: Ry —» R?

(wy) — (%Y %5Y)

3) Noyau et image d’une application linéaire

a) Noyau et lien avec l’injectivité

— Définition 13 )

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels et f € Z(E, F). L’ensemble

{ue E| f(u)=0r}

est appelé le noyau de f et se note ker(f) (ou ker f).

\_ J

Remarque 14.
1. Le noyau d’une application linéaire f : E — F' est donc I’ensemble des antécédents de
O par f.
2. Etant donné que si f € Z(E, F), f(0g) = 0p, 0g est toujours un élément de ker(f) et
en particulier ker(f) n’est jamais vide.

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels et f € Z(E, F). Alors, ker(f) est un sous-espace
vectoriel de .

Démonstration. Par définition, ker(f) C E et, comme f(0g) = Op, O € ker(f).
Soit (u,v) € ker(f)? et A € K. Alors, comme f est linéaire,

fu+v) = Af(u) + f(v) = A0F + 0p = OF

donc Au + v € ker(f).
Ainsi, ker(f) est un sous-espace vectoriel de E. O



Propriété 16

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels et f € Z(F, F). Alors, f est injective si et seulement
si ker(f) = {0g}.

Démonstration. Supposons que f est injective. Soit v € ker(f). Alors, f(v) = 0p = f(0g) donc,
comme f est injective, v = Op. Ainsi, ker(f) C {Og}. Or, {Og} C ker(f) donc on conclut que

ker(f) ={0g}.

Réciproquement, supposons que ker(f) = {Og}. Soit u et v deux vecteurs de E tels que
f(u) = f(v). Alors, f(u) — f(v) = 0p donc, comme f est linéaire, f(u — v) = Op. Ainsi,
u — v € ker(f) donc, comme ker(f) = {0g}, u — v = 0g et donc u = v. Ainsi, on conclut que f
est injective.

Par double implication, on a montré que f est injective si et seulement si ker(f) = {0g}. O

Exemple 17.

1. Soit n € N. Déterminer le noyau de 'endomorphisme f de R, [X] défini par f: P —— P’
Que peut-on en déduire ?

2. Déterminer le noyau de I'endomorphisme g de R? défini par
g:(wiy;z)r— (@t+y+ziz—y+ziz+y—2z).

Que peut-on en déduire ?

3. Déterminer la noyau de I'aplication linéaire h : (z;y;2) — (z + 2y; 2z — y) de R? dans
R2. Que peut-on en déduire ?

Solution.

1. Soit P € R, [X]. Alors, P € ker(f) si et seulement si P’ = 0 ce qui équivaut a dire que P
est constant. Ainsi, ker(f) = Ro[X].

Comme ker(f) # {0g}, on conclut que f n’est pas injective.
2. Soit (x,y,z) € R3. Alors,

r+y+z2=0 I, r+y+z=0 1L,
(x,y,2) €ker(g) <= <o —y+2=0 Ly < =2y =0 Lo+ Ly— 1,4
x—i—y—Z:O L3 —22=0 L3<—L3—L2

On obtient un systeme échelonné avec 3 pivots donc il s’agit d'un systeme de Cramer et,
comme il est homogene, 'unique solution est (0,0,0). Ainsi, ker(g) = {(0,0,0)}.
On en déduit que g est injective.

3. Soit (z,y,z) € R3. Alors,

20=0 L 20=0 L
(ac7y,z)€ker(g)<:>{x+ J 1<:){$+ 4 !

QZ'—y:O L2 —5y:O LQ(—L2—2L1

Le systeme échelonné 2 x 2 obtenu a 2 pivots donc il s’agit d’un systéeme de Cramer
et, comme il est homogene, I'unique solution de ce systeme est (x,y) = (0,0). Ainsi,

ker(g) = {(0.0,2) | = € B},
Comme ker(g) # {(0,0,0)}, on en déduit que g n’est pas injective.



b) Image et lien avec la surjectivité

— Définition 18 N

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels et f € Z(F,F). L'image directe de E par f,
c¢’est-a-dire
{fu)|lue E}={veF|3ueFEv=f(u)}

est appelée I'image de f et se note Im(f) (ou Im f).

. J

Remarque 19. Etant donné que si f € Z(E, F), f(0g) = 0p, Op est toujours un élément de
Im(f) et en particulier Im(f) n’est jamais vide.

Propriété 20

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels et f € Z(E, F). Alors, Im(f) est un sous-espace
vectoriel de F'.

Démonstration. Par définition, Im(f) C F' et, comme Op = f(0g), O € Im(f).
Soit (v1,v2) € Im(f)? et A € K. Alors, par définition, il existe (uy, us) € E? tel que f(u;) = vy
et f(ug) = ve. Dés lors, par linéarité de f,

)\Ul + vy = Af(ul) + f(UQ) = f()\lbl + ’U,Q).

Or, comme FE est un espace vectoriel \u; + us € E donc Av; + vy possede un antécédent par f
dans E et ainsi A\v; + vy € Im(f).
On conclut donc que Im(f) est un sous-espace vectoriel de F'. ]

[ Propriété 21 ]

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels et f € Z(E, F). Alors, f est surjective si et seulement ]
si Im(f) =F.

Démonstration. Supposons que f est surjective. Soit v € F. Alors, il existe u € F tel que
v = f(u) donc v € Im(f). Ainsi, F© C Im(f). Or, Im(f) C F donc, par double inclusion,
Im(f) = F.

Réciproquement, supposons que Im(f) = F. Soit v € F. Alors, v € Im(f) donc il existe
u € E tel que v = f(u) donc f est surjective.

Par double implication, on a montré que f est surjective si et seulement si Im(f) = F. O

Exemple 22. Déterminer les images des applications linéaires de I'exemple 17. Que peut-on en
déduire dans chaque cas?

Solution.

1. Pour tout P € R,[X], deg(P') < n — 1 donc Im(f) C R,,_1[X]. Réciproquement, soit
@ € R, 1[X]. Notons P une primitive de @ sur R. Alors, P € R, [X] et P" = Q i.e.
f(P)=@Q donc @ € Im(f).

Par le principe de double inclusion, on conclut que Im(f) = R,,_1[X].
Comme Im(f) # R, [X], on en déduit que f n’est pas surjective.



2. Soit (a, b,c) € R3. Alors, pour tout (z,y,2) € R?,

r+yt+z=a Iy rt+yt+z=a Ly
9(x.y,2) = (a,b,c) = v—y+z=b Ly 2y =b—a Ly Ly—1IL;
r4+y—z=c L3 —2z2=c—a L3+ L3— Ly

On obtient un systeme échelonné avec 3 pivots donc il s’agit d'un systeme de Cramer : il
posséde donc une solution dans R3. Ainsi, (a,b,c) € Im(g) donc Im(g) = R3. On conclut
que g est surjective.

3. Soit (a,b) € R?. Alors, pour tout (z,y,z) € R3,

2y=a L 2y = L
x+ya1<:){x+ya 1

h(z,y,z) = (a,b) <
21’—y:b Lo —5y:b—2a Lo+ Lo — 21,

Le systeme échelonné 2 x 2 obtenu a 2 pivots donc il s’agit d'un systeme de Cramer et
ainsi ce systeme admet une solution (xg, o) Alors, pour tout z € R, (xg, 4o, 2) est un
antécédent de (a, b) par h donc Im(h) = R% Ainsi, h est surjective.

II. — Applications linéaires en dimension finie

1) Image d’une base par une application linéaire

Soit F et I’ deux K-espaces vectoriels de dimensions finies. Alors, une application linéaire
f: E — F est entierement déterminée par 'image d’une base de F.

Démonstration. Soit B = (e, e, ...,e,) une base de E. Soit f € Z(E,F). Supposons que
fler) = w1, f(ea) = v, ..., f(en) = vy. Soit u € E. Alors, comme B est une base de E, il existe

des scalaires A1, Ao, ..., A\, tels que u = Z Areg. Des lors, par la Propriété 4,
k=1

flu)=f (192::1 )\kek> = kz: Ao f(ex) = kzi:l AU

Ainsi, les valeurs de f sont entiéres déterminées par les valeurs de vy, v, ..., v, donc par les
images des vecteurs de B par f. O

Remarque 24. Une autre fagon d’énoncer le théoréme précédent est la suivante : si (eq, ea, ..., ;)
est une base de E et si f et g sont deux éléments de Z(E, F') alors f = g si et seulement si,

pour tout i € [1,n], f(e;) = g(e;).

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies et f € Z(E, F). Si (eq, g, ..., €,)
est une base de E alors (f(e1), f(e2), ..., f(en)) est une famille génératrice de Im(f).
En particulier, dim(Im(f)) < dim(E).




Démonstration. La démonstration du théoréme précédent assure que, pour tout vecteur u €

E, f(u) € Vect(f(e1), f(e2),..., f(en)) donc Im(f) C Vect(f(e1), f(e2),..., f(en)). Or, pour

tout entier k € [1,n], f(ex) € Im(f) donc, comme 'ensemble Im(f) est un espace vecto-
riel, Vect(f(e1), f(e2),..., f(en)) C Im(f). Ainsi, Im(f) = Vect(f(e1), f(ea),..., f(en)) donc
(f(e1), f(e2), ..., f(en)) est une famille génératrice de Im(f).

On en déduit que dim(Im(f)) < Card({f(e1), f(e2), ..., f(en)}) < n et ainsi on conclut que
dim(Im(f)) < dim(E). O

Remarque 26. En général, (f(e1), f(e2), ..., f(en)) n’est pas libre et n’est donc pas une base de
m(f).

Exemple 27. Déterminer une famille génératrice de 1'image des applications linéaires de
I’exemple 17. Dans chaque cas, déterminer s’il s’agit d'une base.

Solution.

1. La base canonique de R, [X] est (1, X, X?, ..., X™) donc une famille génératrice de Im(f)
est (0,1,2X,...,nX"1). 1l ne s’agit pas d'une base car elle contient le vecteur nul donc
elle n’est pas libre.

2. La base canonique de R? est ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)). Or, g(1,0,0) = (1,1,1), g(0,1,0) =
(1,—1,1) et g(0,0,1) = (1,1, —1) donc une famille génératrice de Im(g) est la famille
F=((1,1,1),(1,-1,1),(1,1,—1)). Or, on a vu que Im(g) = R?® donc, comme F est une
famille génératrice composée de 3 vecteurs dans un espace de dimension 3, F est une
base de Im(g) = R3.

3. De méme, h(1,0,0) = (1,2), h(0,1,0) = (2,—1) et h(0,0,1) = (0,0) donc une famille
génératrice de Im(h) est ((1,2),(2,—1),(0,0)). Cette famille n’est pas libre car elle
contient le vecteur nul donc ce n’est pas une base de Im(h).

Propriété 28

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies et f € Z(FE, F'). On suppose
que (eq, €, ..., €,) est une base de F.

1. La famille (f(e1), f(es), ..., f(en)) est libre si et seulement si f est injective.

2. La famille (f(eq), f(e2), ..., f(e,)) est génératrice de F' si et seulement si f est surjec-
tive.

3. f est un isomorphisme si et seulement si (f(e;), f(e2), ..., f(e,)) est une base de F.

Démonstration.

1. Supposons que (f(e1), f(ez), ..., f(e,)) est libre.
Soit u € ker(f). Alors, comme (ey, ea, ..., e,,) est une base F, il existe des scalaires Ay, A,

coy Ay tels que uw =" Agey. Alors, comme u € ker(f) et f est linéaire,

k=1
Op = f(u) = f <Zn: )\kek) = Zn: Arf(er).
k=1 k=1
Or, la famille (f(e1), f(ez2), ..., f(en)) est libre donc Ay = Ay = --- = A\, = 0 et donc

u = 0p. Ainsi, ker(f) = {0g} donc f est injective.
Réciproquement, supposons que f est injective.



Soit (A1, A2, ..., An) € K™ tel que Y Apf(ex) = Op. Alors, comme f est une application
k=1

linéaire, f (Z Akek> = 0p donc Y Aeey € ker(f). Or, f est injective donc ker(f) = {0g}

k=1 k=1

n
et ainsi Z Aer = Op. De plus, (e, s, ...,¢,) est une base de E donc c’est une famille
k=1

libre donc A\; = Ay = -+ = X\, = 0. Ainsi, (f(e1), f(ez), ..., f(e,)) est libre.
Par double implication, on a bien montré 1’équivalence.
2. Par la Propriété 25, (f(e1), f(ez2), ..., f(en)) est une famille génératrice de Im(f). Or, f

est surjective si et seulement si Im(f) = F donc si et seulement si (f(e1), f(e2), ..., f(en))
est une famille génératrice de F.

3. f est un isomorphisme si et seulement si f est injective et surjective donc, par les

deux points précédents, si et seulement si (f(e1), f(ea), ..., f(e,)) est une famille libre
et génératrice de F'. Ainsi, on conclut que f est un isomorphisme si et seulement si

(f(e1), f(ez2), ..., f(es)) est une base de F'.

O
— Corollaire 29 ~
Soit E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies et f € Z(E, F).
1. Si f est injective alors dim(E) < dim(F).
2. Si f est surjective alors dim(E) > dim(F).
3. Si f est bijective alors dim(£) = dim(F).

Démonstration.

1. Supposons que f est injective. Alors, (f(e1), f(ea), ..., f(e,)) est une famille libre de F'
donc, d’apres la Propriété 55 du chapitre 2, n < dim(F') i.e. dim(£) < dim(F).

2. Supposons que f est surjective. Alors, (f(e1), f(€2), ..., f(e,)) est une famille génératrice
de F donc, d’apres la Propriété 55 du chapitre 2, n > dim(F) i.e. dim(E) > dim(F).

3. Supposons que f est bijective. Alors, d’apres les deux points précédents, comme f
est injective, dim(F) < dim(F) et, comme f est surjective, dim(F) > dim(F). Ainsi,
dim(F) = dim(F).

[

Exemple 30. Justifier, sans calcul, que I'application h de I'exemple 17 n’est pas surjective.

Solution. Comme h est une application de R? dans R? et dim(R?) < dim(R?), h ne peut
pas étre injective.

2) Rang d’une application linéaire

— Définition 31 N

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies et f € Z(FE, F). On appelle
rang de f, et on note rg(f), la dimension de Im(f) c’est-a-dire

rg(f) = dim(Im(f)).




Exemple 32. Déterminer le rang des applications f, g et h de 'exemple 17.
Solution.
1. On a vu que Im(f) = R,,_;[X] donc rg(f) = dim(R,—1[X]) = n.
2. On a vu que Im(g) = R? donc rg(g) = dim(R?) = 3.
3. On a vu que Im(h) = R? donc rg(h) = dim(R?) = 2.
Remarque 33. Par définition, rg(f) < dim(F) et, d’apres la propriété 25, rg(f) < dim(E).

Théoréme 34. — Théoréme du rang (admis)

Soit F et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies et f € Z(E, F'). Alors,

dim(ker(f)) + rg(f) = dim(E).

Exemple 35. On considere 'application

fﬁ R? — Rg[X]
(a;b) — aX3+(a+b)X%*+(a—b)X +b

1. Montrer que f est linéaire puis déterminer son noyau.

2. En déduire la dimension de Im(f) puis en déterminer une base.

Solution.
1. Soit v; = (a1,b;) et vy = (az,by) deux éléments de R? et A € R. Alors, A\v; + vy =
(/\a1 + as, /\b1 + bg) donc

f(/\l}l —+ UQ) = ()\(ll + GQ)XS + (/\a1 —+ a9 + )\bl -+ b2)X2 + (/\a1 + a9 — (/\bl —+ bg))X + )\bl + bg
= )\(alX?’ + (0,1 -+ bl)X2 —+ (a1 — bl)X —+ bl) -+ a2X3 —+ (CLQ -+ bQ)X2 —+ (CLQ — bQ)X —+ b2
= Af(v) + f(v2)

donc f est une application linéaire. De plus, pour tout (a,b) € R?,

(a,b) € ker(f) <= aX’ + (a+b) X + (a — b)X + b = Og,[x]

a=20
a+b=0
a—b=0
b=20
a=20
<
{b:()

donc ker(f) = {(0,0)}.

2. Ainsi, dim(ker(f)) = 0 donc, par le théoréeme du rang, rg(f) = dim(R?) — 0 = 2 i.e.
dun(Im(f)) = 2.
Or, par propriété, la famille (f(1,0), £(0,1)) = (X?+ X2+ X, X? — X +1) est une famille
génératrice de Im(f). De plus, cette famille est composée de 2 vecteurs et dim(Im(f)) = 2
donc, par propriété, (X2 + X2 + X, X2 — X + 1) est une base de Im(f).



Théoréme 36

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels de méme dimension n et f € Z(E, F). Alors, les
propositions suivantes sont équivalentes :

1. f est injective;
2. f est surjective;
3. f est bijective;
4. rg(f) =n.

Démonstration. Considérons une base (e, es, ..., €,) de E et notons F = (f(e1), f(e2), ..., f(en)).
Supposons que f est injective. Alors, par la Propriété 28, F est une famille libre de n vecteurs
de F et dim(F) = n donc F est une base de F. Par la Propriété 28, f est donc bijective.
Réciproquement, si f est bijective alors f est injective donc on a montré que 1. équivaut a 3..
Supposons que f est surjective. Alors, par la Propriété 28, F est une famille génératrice de n
vecteurs de F et dim(F') = n donc F est une base de F'. Par la Propriété 28, f est donc bijective.
Réciproquement, si f est bijective alors f est surjective donc on a montré que 2. équivaut a 3..
Supposons que rg(f) = n. Alors, dim(Im(f)) = n = dim(F') donc, comme Im(f) est un
sous-espace vectoriel de F', Im(f) = F. Ainsi, f est surjective donc bijective d’apres le point
précédent. Réciproquement, si f est bijective alors f est surjective donc Im(f) = F donc
dim(Im(f)) = dim(F) = n i.e. rg(f) = n. On donc montré que 4. équivaut a 3..
Ainsi, 1., 2. et 4. sont équivalentes a 3. donc les 4 propriétés sont équivalentes. O

Remarque 37. Le théoréme précédent est particulierement utile pour montrer qu’un endomor-

phisme d’un espace vectoriel de dimension finie est un automorphisme (puisque dans ce cas
E = F donc dim(F) = dim(F")).

Exemple 38. Démontrer que
f: R3 — R3
(T59;2) — (z+yiz+ziy+2)
est un automorphisme de R3.

Solution. Soit vy = (71,91,21) et vy = (xa,¥s, 22) deux vecteurs de R? et A € R. Alors,
Ay + vy = (Ax1 + T2, AY1 + Yo, A21 + 29) donc

f(/\Ul -+ UQ) = ()\ZEl + 29 + /\y1 -+ Ya, )\ZL’l + x9 + /\Zl + 29, /\y1 + Y2 -+ )\Zl + ZQ)
= Mz +y1, 21+ 21,01+ 21) + (22 + Yo, T2+ 20,42 + 22)
= Af(v) + f(v2)
donc f est une application linéaire de R? dans lui-méme : il s’agit donc d’un endomorphisme de
R3.
Soit (z,y,2) € R3. Alors,

T+y =0 Iy r+y =0 Iy
(x,y,2) €ker(f) <= (x +2=0 Ly <= —y+2=0 Lo+ Ly— 1L,
y+2=0 L3 y+2=0 Ls
T+y = Ly
— —y+2=0 Lo< Ly— L,
22=0 L3« Ls+ Lo




On obtient un systeme échelonné homogene avec 3 pivots : il s’agit donc d'un systeme de
Cramer homogene dont 1'unique solution est (0,0,0). Ainsi, ker(f) = {(0,0,0)} donc f est
injective et, comme f est un endomorphisme, on en déduit que f est bijective. Ainsi, f est une
automorphisme de R3.



