¢ Chapitre 5. Etude locale d’une fonction

I. — Rappels et compléments sur la dérivation

Dans tout ce paragraphe, f est une fonction numérique, a € Dy et on suppose qu’il existe
un intervalle I non réduit a un point tel que a € I C Dy.

1) Nombre dérivé

— Définition 1 N
fla+h)— f(a)

limite finie quand A tend vers 0. Cette limite est alors appelée le nombre dérivé de f en a et

se note f'(a) ou 9L (a).

. J

. fla+h)— f(a)

Remarque 2. Si f est dérivable en a alors, par définition, f’'(a) = }lllm ce qui

—0 h
peux aussi s’écrire, en posant x = a + h, f'(a) = hl}n M
e —aq

admet une

On dit que f est dérivable en a si le taux de variation ¢(h) =

. Ceci peut parfois servir pour

calculer des limites.

— Définition 3 N

On suppose que a n’est pas une borne de Dy et on note A le point de coordonnées (a; f(a))

1. Si f est dérivable en a, on appelle tangente a € au point A la droite passant par A
et dont le coefficient directeur est f'(a).

2. Si f n’est pas dérivable en a mais si son taux de variation en a diverge vers +o0o ou
vers —oo lorsque h tend 0, on dit que € posséde une tangente verticale en A.
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Tangente dans le cas ou f est dérivable en a Tangente verticale en A

Remarque 4. Si a est une borne de Dy, on peut prolonger la définition précédente mais on parle
plutét, dans ce cas, de demi-tangente.



Propriété 5

Si a n’est pas une borne de Dy et si f est dérivable en a alors la tangente a ¢ au point
d’abscisse a a pour équation réduite

y = f(a)(z —a) + f(a).

Démonstration. Comme f est dérivable en a, la tangente 7' a 67 au point d’abscisse a est
la droite ayant pour coefficient directeur f’(a) et passant par le point A(a, f(a)). Ainsi, T a
une équation réduite de la forme y = f’(a)x + p et, comme A € T, f(a) = f'(a)a + p donc

p= f(a) = f'(a)a.
Des lors, I'équation réduire de T est y = f'(a)z+ f(a)— f'(a)a soit y = f'(a)(x—a)+ f(a). O

2) Fonction dérivée

a) Définition

— Définition 6 A

1. Si f est dérivable en tout point a € Dy, on dit que f est dérivable sur Dy.

2. Si f est dérivable sur Dy, on définit la fonction dérivée (ou simplement la dérivée)

de f comme la fonction qui a tout a € Dy associe le nombre f’(a). On note cette

fonction f’ ou %.

b) Dérivées des fonctions usuelles

On désigne par ¢, a, b et a des constantes réelles et par n un entier naturel non nul.

La dérivée de est sur
Tr+—c z+——0 R
r——axr+b T—a R
T — " x — na" ! R
1 n 0 0:
T T g |—00;0[U]0; +oo]
e — ! 105 +o0]
T T T — i 400
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1
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La dérivée de est sur
sin cos R
Cos — sin R
_ 2 s
tan x»—>cosg(x>—1+tan () | R\{] +kr|kecZ}
1
arctan T — R
1+ 22

3) Dérivée et opérations algébriques

Si u et v sont deux fonctions dérivables sur un méme ensemble E et si k& est un réel alors les

fonctions u + v, ku, uv, — et — sont dérivables sur leurs ensembles de définition respectifs et
v

1\/ / / Y,
(utv) =u+0" | (ku) =ku'" | (w) = u'v+u (v) = —% (Z) — uv@#

4) Dérivée d’une fonction composée

( \

Théoréme 7

Soit v une fonction définie sur un intervalle J et u une fonction définie sur un intervalle /
telle que, pour tout x € I, u(x) € J. Si u est dérivable sur [ et si v est dérivable sur J alors
la composée v o u est dérivable sur I et (vowu) =u' X (v owu).

Remarque 8. En particulier, si v est une fonction dérivable sur un ensemble E et si n € N alors

la fonction e* est dérivable sur F et (e") = u'e"
1

e la fonction u™ est dérivable sur F et (u") = nu'u"".

! ’
e si u ne s’annule pas sur E alors la fonction %n est dérivable sur E et (uin) = — T
e si u est strictement positive sur E alors In(u) est dérivable sur E et (In(u))’ = %

5) Théoréme des accroissements finis

Théoréme 9. (admis)

4 s
Soit I un intervalle et f une fonction
dérivable sur I. Alors, pour tous élé- 37
ments a et b de I tels que a < b, il 24
existe ¢ € Ja; b[ tel que / :
) 1 an E
f(b) — f(a) ,/ —=— ‘ 1 1 1 E 1
b—a O ‘1/1/“2/3 1% 607
/




6) Liens entre dérivée et variations

( )

Théoréme 10. (admis)

Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I.

1. Si, pour tout x € I, f'(x) > 0 et si f'(x) ne s’annule qu’un nombre fini de fois sur /
alors f est strictement croissante sur I.

2. Si, pour tout x € I, f'(z) <0 et si f'(x) ne s’annule qu’un nombre fini de fois sur /
alors f est strictement décroissante sur .

3. Si, pour tout x € I, f'(x) = 0 alors f est constante sur /.

7) Dérivées successives

Dans tout ce qui suit, I désigne un intervalle non réduit a un point.

Définition 11

Si f est dérivable sur I et si f’ est elleeméme dérivable sur I, on dit que f est deux fois
dérivable sur I et la dérivée de f’ est appelée la dérivée seconde de f. On la note f” (lire
« f seconde »).

Exemple 12. Déterminer les dérivées secondes des fonctions sin, cos et exp.

Solution.

e La fonction sin est dérivable sur R et sin’ = cos. Comme la fonction cos est elle-méme
dérivable sur R, la fonction sin est deux fois dérivable sur R est sin” = cos’ = — sin.

e La fonction cos est dérivable sur R et cos’ = — sin. Comme la fonction sin est elle-méme
dérivable sur R, la fonction cos est deux fois dérivable sur R est cos” = (—sin)’ = — cos.

e La fonction exp est dérivable sur R et exp’ = exp donc exp est deux fois dérivable et
exp” = exp.

— Définition 13 N

De fagon plus générale, on peut définir, si elles existent, les dérivées successives de f de la
maniere suivante :

o fO=r;

e pour tout n € N, si f" existe et est dérivable sur I, on pose f"+) = (f)

Pour tout n € N, si elle existe, f s’appelle la dérivée n-ieme de f sur 1.

. J

Remarque 14.

1. En particulier, si elles existent, f() = ' est la dérivée de f et f = f est la dérivée
seconde de f.

2. Si f est une fonction de la variable x et si f admet une dérivée n-ieme alors £ peut
n

aussi se noter Qo Ainsi, en mécanique, si x est la position d’un mobile en fonction du
x
2
x N . T .. S 4 s
temps, T correspond a la vitesse et n a 'accélération.

Exemple 15. Calculer, pour tout n € N, la dérivée n-ieme des fonctions suivantes sur R :

1. exp 2. frxr— e 3.9: v+ 2" (k€N) 4. cos



Solution. Soit n € N.
1. Comme exp est dérivable sur R et exp’ = exp, exp est n fois dérivable et exp™ = exp.

2. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, la proposition P(n) : « f" =27f ».
e Initialisation. Par définition, f© = f et 2°f = f donc P(0) est vraie.
e Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Alors, f™ = 2"f. Or, f est la
composée de la fonction affine x — 2x et de la fonction exp, toutes deux dérivables sur
R donc f est dérivable sur R et, pour tout réel z, f'(x) = 2e** = 2f(z). Dés lors, f™ est
dérivable sur R et f1(2) = (fM) = (2nf) =27 f = 27(2f) = 2"*' f. Ainsi, P(n + 1)
est vraie.
e Conclusion. Par le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N. Ainsi,
pour tout n € N, f est n fois dérivable et f(® = 2" f.

3. La fonction g est un polynéme donc sa dérivée est n fois dérivable. De plus, pour tout
entier n > k, g = 0 et, pour tout k € [0,n] et, pour tout réel z,

90 (@) = k(k —1)--- (k —n+ )zk™ = (I

4. On a vu que cos’ = —sin et cos” = — cos. On en déduit que cos est 3 fois dérivable et
cos®) = sin et cos est 4 fois dérivable cos® = cos. On en déduit que, pour tout n € N,
cos est n fois dérivable et que ses dérivées successives sont périodiques. Ainsi, pour tout
k €N, cos**) = cos, cos™ D) = —sin, cos**+2) = — cos et cos™***3) = sin,

— Définition 16 N

1. Soit n € N. On dit que f est de classe € sur [ si f admet une dérivée n-ieéme sur [
et si f est continue sur I.

2. On dit que f est de classe € sur [ si f admet une dérivée n-ieme sur I pour tout
n € N.

. J

Remarque 17.

1. Dire que f est de classe ¢ sur I signifie que f est continue sur I et dire que f est de
classe ¢! sur I signifie que f est dérivable sr I et que f’ est continue sur 1.

2. Soit n € N. Si f est de classe " sur I alors elle est de classe € sur I pour tout
k e [0,n].

3. f est de classe € sur [ si et seulement si elle est de classe €™ sur I pour tout n € N.



Propriété 18. (admise)

1. Toutes les fonctions de référence sont de classe ¥*° sur tout intervalle inclus dans
leurs ensembles de dérivabilité.

2. Soit n € N. L’ensemble des fonctions de classe €™ sur I est un sous-espace vectoriel
de Z(I,R) et pour toutes fonctions f et g de classe €™ sur I et tous réels A et u,

(Af + pg)™ = Af® + pgt™.
3. Soit n € N. Si f et g sont deux fonctions de classe " sur I alors fg est de classe
€™ sur [ et, si g ne s’annule pas sur [, 5 est de classe € sur I.

4. Soit n € N. Si f est une fonction de classe €" sur I, si g est une fonction de classe
¢ sur un intervalle J tel que, pour tout = € I, f(x) € J alors g o f est de classe
" sur 1.

IT. — Equivalence de fonctions

Dans toute la suite, a désigne un réel ou —oo ou +oco et on dit qu'une fonction f est définie
au voisinage de a s'il existe un réel b # a tel que Ja; b ou |b;a[ soit inclus dans Dy.

— Définition 19 N

Soit f et g deux fonctions définies au voisinage de a et qui ne s’annulent pas au voisinage
de a (sauf, éventuellement, en a). On dit que f est équivalente a g au voisinage de a si

lim /() =1.

v=a g(z)

Dans ce cas, on note f(x) x:ag(x) ou fr~g.

. J

Exemple 20. On considére les fonctions f: oz 23 +ax et g: 2 — 23+ 22 + 1.
1. Les fonctions f et g sont-elles équivalentes au voisinage de 400 ?

2. Les fonctions f et g sont-elles équivalentes au voisinage de 07

Solution.

1. Pour tout réel x > 0,

done f(x) ~ g(z).

T—r—+00
. - : . f@) .
2. Comme lim f(z) =0et lim g(z) = 1, —= —— 0 # 0 donc f et g ne sont pas équivalents
z—0 z—0 g(:[‘) z—0
au voisinage de 0.

& Une fonction n’est jamais équivalente a la fonction nulle.



1. Aux voisinages de +00 et de —oo, un polynéme non nul est équivalent a son monoéme
de plus haut degré.

2. Au voisinage de 0, un polynéme non nul est équivalent a son monéme de plus bas
degré.

3. Une fonction f converge vers un réel ¢ non nul en a si et seulement si f(x) 7 L.
— r—a

Démonstration.

1. Soit P un polynéme non nul. Alors, il existe un entier n et des réels ag, aq, ..., a, tels
que a, # 0 et, pour tout réel z, P(z) = a,2" + ap_12" ' + -+ + ayx + ao. Alors, pour
tout réel x # 0,

P(x)  apa"+ap 12"+ air + ag 1 a; ag

= =1+ + -+ Tt T 1
a,x" anx™ an An ™™ " z—+too

n
donc P(x) 00 A"

2. Soit P un polynoéme non nul. Alors, il existe un entier n et des réels ag, a1, ..., a, tels
que a, # 0 et, pour tout réel z, P(z) = a,x" + ap_12" 1 + - - + apa®. Alors, pour tout
réel x # 0,
P n " n— nt e K n n—
Qg apx Qg ag ak z—0
donc P(z) ~ a,x™.
z—0
x
3. Soit ¢ un réel non nul. Alors, f(x) — { si et seulement si f(g ) — 1 ce qui équivaut
a f(x) ~
O
Exemple 22. Si f : x — 523 — 322+ 7z — 2 alors f(z) o~ 523, f(x) B 5z° et f(x) ~, 2
T [e%S) T——00 T—
Comme f(z) ~ -2, glcll)r(l) f(z) = —2.

e" -1~z In(l4+2z) ~ x sin(z) ~ =z
z—0 z—0 z—0
x> .
1 — cos(z) o VaeR*, (1+xz)*—1 o~ a
Démonstration.

e Comme la fonction exp est dérivable en 0,

e’ — 1 e — ¢f

. . . . ! .
iy =ty S = o) -
donc e” — 1 ~o T
T—>
e Comme la fonction f : x +—— In(1 + x) est dérivable en 0,
In(1 — 1
tag 2D _ gy, SO SO _ gy - Ly
z—0 T z—0 x—0 1+0



donc In(1 +z) ~ .

z—0
e Comme la fonction sin est dérivable en 0,

sin(x) sin(x) — sin(0)

= sin’(0) = cos(0) = 1

lim = lim
0 z—0 z—0

donc sin(z) ~ x.
z—0

Pour tout réel ¢, cos(2t) = 1 — 2sin?(¢) 1 — cos(2t) = 2sin?(¢). En appliquant ceci a ¢t = £, on
en déduit que, pour tout réel x, 1 — cos(x) = 2sin*(%) donc, pour tout réel x # 0,

1 —cos(x)  2sin*(3) _ sin?(%) _ (sin(%”))Q‘

z? = z
2 2

sin(x sin(2
Or, lim § = 0 et on a vu précédemment que lim (z) = 1 dong, par composition, lim :S ) =1
z—0 z—0 z—0 =
2
, . . .1 —cos(x)
et, en composant par la fonction carré qui est continue en 1, on conclut que hr% —— =1
T— zZ
x? i
donc 1 — cos(x) ~ —.
z—0 2
e Soit @ € R*. Comme la fonction f: 2 — (14 x)* est dérivable en 0,
(It =1 fle) = fO) a1 _
L A
donc (1+2z)*—1 ~ ax. O
z—0

Remarque 24. Comme lime” =1 # 0, e* ~ 1. De méme, lim cos(z) = 1 # 0 donc cos(z) ~ 1.
z—0 z—0 z—0 z—0

( \

Propriété 25

La relation ~ est :
a

e réflexive ce qui signifie que, pour toute fonction f qui ne s’annule pas au voisinage
de a, f~f;
a
e symétrique ce qui signifie que, pour toutes fonctions f et g qui ne s’annulent pas

au voisinage de a, si f~g alors g~ f;
a a

e transitive ce qui signifie que, pour toutes fonctions f, g et h qui ne s’annulent pas
au voisinage de a, si f?;g et g~ h alors frc\:h.

Démonstration.

e Pour tout x dans un voisinage de a, f(z) =1 — 1 donc fr; f.

()

e Si f~ g alors /() —— 1 donc 9(x) —— 1 et ainsi g~ f.
a g(l') T—a f( ) f($) m%a( ) a f( ) ( )
. T g(z T g(x .
e Si f~get g~h alors — 1let =< —— 1 donc X s 1 x 1 ie.
f a 9 9 a g(gj) T—a h(l’) T—a g(x) h(!lj') r—a
M —— 1. Alinsi, ff:h. O

h(ZE) z—a



Propriété 26

1. Deux fonctions équivalentes en a sont de méme signe sur un voisinage de a.

2. Deux fonctions équivalentes en a ont le méme comportement (divergente ou conver-
gente) en a. De plus, si 'une admet une limite finie ou infinie en a alors l'autre
possede la méme limite en a.

Démonstration.
1. Soit f et g deux fonctions équivalentes au voisinage de a. Alors, fgxg — 1 alors il
g €T x a
existe un voisinage de V' de a tel que, pour tout z € V' \ {a}, fEx)) — 1] < 1. Ainsi, pour
g(x
tout z € V' \ {a}, —1 < f((x)) — 1 donc féx; > 0 ce qui revient a dire que f(x) et g(x)
g\r g\r

sont de méme signe au voisinage de a

2. Soit f et g deux fonctions équivalentes en a.

Supposons que ¢ tend vers une limite ¢ (finie ou infinie) en a.

Si ¢ # 0, pour tout z dans un voisinage de a (a compris), f(x) = g(x) X Z;Eg, par
définition, @ —— 1 done, par produit de limite, f(x) — € x 1 =¢.
g(l') T—a T—a

f(z)

Sil =0, égalité f(z) = g(z) x ﬁ n’est plus forcément valable en a. La démonstration
g(x

précédente reste valable a condition de supposer soit que f n’est pas définie en a soit que
fla) =0.

Par symétrie, si f a un limite ¢ en a, il en est de méme pour g et on conclut donc que f
et g ont le méme comportement au voisinage de a.

]
Exemple 27.
1. Comme e* — 1 ~y T la fonction x — e* — 1 a la méme signe que x au voisinage de 0.

2. La limite d’'un polynome en +00 ou en —oo est égale a la limite de son monome de plus
haut degré.



Propriété 28

Soit fi, g1, f2 et go des fonctions telles que f; ~ g1 et fo ~ ga. Alors,
1. fifo ~ 9192 (on peut multiplier des équivalents) ;

2. h el (on peut diviser des équivalents) ;
f2 @ 9o
3. Pour toute constante réel «, sous réserve d’existence, ff*~ g% (on peut élever des
a

équivalents a une puissance constante).

4. Si (u,) est une suite telle que ngrfm u, = a alors fi(uy) W g1(uy).

5. Soit b un réel ou +0o ou —oo. Si u est une fonction telle que lirrll) u(z) = a alors
T—

flou?;glou.

Démonstration.
1. Pour tout z au voisinage de a, fl—ﬁ(x) = i) X fa() »1x1=1donc fifa~ 192
9192 gi(z)  galx) =—e “
pit
2. Pour tout z au voisinage de a, g—f(m) = hilz) X 92(7) »1x1=1donc % ~ L
o gl(x) f2<x> T—a 2 a 92
- e @)\ o o o
3. Pour tout x au voisinage de a, —-(z) = —— 1® = 1 par continuité de x — x
91 gi(x)) woe

en 1 donc fi'~gf.

4. En tout rigueur, il faut supposer soit que u, # a pour tout n suffisamment grand soit
que g n’est pas nulle en a.

Pour tout n € N, fi(un) = é(un) Or,u, —— aet h(z) —— 1 donc, par composition
gi(un)  G1 n—++00 gi(z) =oe
de limites, fi(n) —— 1donc fi(u,) ~  gi(uy).
g1 (un) n—-+o0o n—+00

5. En tout rigueur, il faut supposer soit que u(x) # a pour tout z dans un voisinage de b
soit que g n’est pas nulle en a.

fiou) (x) = ﬁ(u(x)) Or, u(zr) — a et h(z) —— 1 donc, par

Pour tout n € N,
giou g1 z—b gi(x) w—a

composition de limites,

u
(x) — 1 donc fiou ~ gy ou.
gi1ou r—b z—b

Remarque 29. ATTENTION !!

1. On ne peut pas ajouter ou soustraire des équivalents. Par exemple, 2% + x ~ 22+ 1 et
Tr—r+00

—x? o~ —x? mais (z2+x)+(—2?) = x n’est pas équivalent en +oo a (z2+1)+(—2?%) = 1.

2. On ne peut pas élever des équivalents a une puissance non constante. Par exemple,

x
1+ - ~ 1 mais (1 + ) n’est pas équivalent a 1* = 1. En effet, cela signifie-
€r T—+00 €x

1\* 1\*
rait que (1 + ) tend vers 1 en 400 donc que In <(1 + ) ) tend vers 0. Or, pour
x x

1\* 1 1 . 1
touta:>0,ln(<1+)>:a:ln<1+> ~ xX— =1car lim — = 0 donc
x

€xr) r—+o0 x T—+00
) 1
lim In ((1 + ) ) =1.
T

T—>—+00



3. On ne peut pas composer des équivalents par une fonction. Par exemple, x + 1 ~LT
T—>r+00
r+1
41 €

mais e etz

n’est pas équivalent a e* en 400 car =e = e ne tend pas vers 1.

Exemple 30. En utilisant des équivalents, déterminer les limites suivantes.

2 1) si 1 a4\3 1
lim (e )sin(z) lim (z° + x + 2)sin ( ) lim %
20 22 z—+o0 213 =0 cos(x?) — 1
Solution.
e Comme lim 2z = 0, €** — 1 ~ 2z. De plus, sin(z) ~ x donc, par produit et quotient,
- 1) ) ( J):—>O o x z—0 ( o 1) ) ( ).Z’—)O
- — 1) sin
(e ST L 22T L0 Alnsi, lim ST o
T z—0 2 =0 xi | '
o . 3 ~ 3 T . ~ T . .
e Au voisinage de +00, x —|—3H1—2 x°. De plus,1 573 m 0 donc sin <2x3> ety 2:{3. Amsl1,
. 3 . - ~ 3 o~ = : 3 3 R J——
par produit, (z° 4+ z + 2) sin (2x3) sl X 53 ™ g donc xl_l}llloo(lﬁ + x + 2)sin (2$3> :
2\2
e Comme lim z® =0, (1+2*)>—1 ~ 3z* De méme comme lim 2 = 0, 1 — cos(x?) ~ (=)
z—0 z—0 . z—0 x—=0 2
donc, en multipliant par —1, cos(z?) — 1 ~ —%. Par quotient d’équivalents, on en déduit que
T—
1 4\3 _ 1 3 4 1 4\3 _ 1
(1+27) ~ 3T 6 Ainsi, lim TP T
cos(z?) —1 220 2 z—0 cos(z?) — 1
III. — Développements limités
— Définition 31 \

Soit f une fonction définie au voisinage de a et n € Z. On dit que f est négligeable devant
™ au voisinage de a si

A
rz—a
Dans ce cas, on note f(x) = JEga(az:”), ce qui se lit « f(z) est un petit o de 2™ au voisinage
de a ».
Exemple 32.
1
1. Pour tout n € N*, lim n(x) =0doncIn(z) = o (z").
r—+oo M T—+00
5
2. lim — = lim2® = 0 donc z° = o (z?).
z—0 z—0 z—0

Propriété 33

Soit n et m deux entiers et k € R*.

1. Sio<n<malors 2™ = o (") et "= o (z™).
z—0 z—+o0o
n my __ n+m m ny m+n
% G 9% g @)= glemm @ me g @9 = g )

ny n
25408 = .5,

3. o (kx™)=k o (z")= o (z") et, en particulier, 0 (") +

x—0 x—0 r—0




Démonstration.

m n
1
1. Pour tout = # 0, T gmn 0 et i — 0 car m —n > 0. Ainsi,
xn z—0 xm rm—n gz—too
™= o (x")etz"= o (x™).
z—0 z—+o00
o (2")x o (z™) o (z") o (z™)
2. Pour tout x # 0, ©=¢ £28 = =24 x £=a > 0x 0 = 0 donc
n+m rn xrm r—a
n mY\ __ n+m
22T % 9, = 0 ().
™ x o (z") e o (z")
De méme, pour tout x # 0, —=2%— = — x %2 — 1 x 0 = 0 donc
xn—l—m xm xn r—ra
" x o (z")= o (z™M).
r—a Tr—a
o (™) o (kx™)
3. Pour tout = # 0, &2 =k x =2 »kx0=0donc o (kz")= o (z").
rmn kl’n r—a r—a r—a
k o (z") o (z")
Pour tout x # 0, 224 —— =k x 2%~ —5 kx0=0donck o (z")= o (a").
x"n xn r—a T—a r—a
3 3 n n _ ny —— n
En particulier, o (2")+ o (z")=2 o (2")= o (2").

Exemple 34. 2>+ 2z +In(z) =22+ o () + o (@) =22+ o (2?).

T—r—+00 T—r—+00 T——+00

Soit f une fonction définie au voisinage de a, n € Z et A € R*. Alors, f(z) = A\a™ + .0 a(a:")
si et seulement si f(x) o~ Az

D\
Démonstration. Par définition, f(x) = \a™ + mga(m”) si et seulement si f(w) = A — 0
x x
ce qui équivaut a dire, comme A # 0, que /(@) -1 - 0i.e. —];( ) — 1. On conclut que
n T—a xrn  z—a
flz) = Az™ + wga(x”) si et seulement si f(x) o~ AT 0

Soit f une fonction définie au voisinage de 0 et n € N. On dit que f admet un développement
limité a l'ordre n au voisinage de 0 (DL, (0)) s’il existe P € R,,[X] tel que

f(@) = P@) + o (").
Autrement dit, f admet un DL, (0) s’il existe des réels ag, ay, ..., a, tels que

(@").

flx)=ap+ax+---+aa"+ o
x—0

Remarque 37. Dans la suite, sauf mention du contraire, tous les o sont au voisinage de 0 et on
écrira simplement o(z") plutdt que oo(ac”).
T—>

Exemple 38. Soit f : x — 2%+ 2° + x + 2. Alors, f(z) = 2+ x + o(x) donc f admet un
DL;(0). De méme, f(z) =2+ z + 2 + o(z*) donc f admet un DL4(0).
1

Exemple 39. Soit n € N. Déterminer un DL, (0) de f : z =
—x



Solution. Pour tout réel x # 1, Z x’ = = — xz" donc = Z x4
=0 11— l—2z 1—u l—z =
xz". Or, —— 0 donc x 2" = o(z™). Ainsi, = 1+x+2+---+a"+o(a")

—x z—0 — X — X

11—z
est un DL, (0) de f.

Propriété 40

Soit n € N. Si f admet un DL, (0) alors celui-ci est unique. Autrement dit, s’il existe des
polynoémes P et @ dans R, [X] tels que f(x) = P(z) + o(a™) et f(x) = Q(z) + o(a™) alors
2 — (),

Démonstration. Supposons qu’il existe des polynomes P et () de degré au plus n tels que

f(z) = P(x) + o(z") = Q(x) + o(z"). Ecrivons P = Y a; X" et Q = S7_ by X} (certains
k=0
coefficients pouvant étre nuls). Supposons, par I’absurde, que P#Q et notons m l'indice du

plus petit entier k& € [0,n] tel que ay # bg. Alors, comme Z apzt + o(x Z bzt + o(x
k=0
et ap = by pour tout k € [0,m — 1], on en déduit que Z arz® + o(x Z bra® + o(x
k=m
donc (am, — bp)z™ = Y. bz — > ap+o(a") —o(z") = Y (bp — ap)z” + o(2") car
k=m+1 k=m+1 k=m+1

o(z™) — o(z") = o(z™) + (—=1)o(z"™) = o(x™) 4+ o(z") = o(x™).

En remarquant que z™o(2""™) = o(z™), on en déduit que ola”) = o(x™) donc, en divisant

xm
linégalité précédente par z™, il vient a,, — b, = Z (b, — ap)x®™™ 4+ o(z"™™) — 0 donc
z—
k=m+1

Gy, = by, ce qui contredit la définition de m.
Ainsi, P = @ et le DL, (0) de f est unique. ]

Propriété 41

Soit f une fonction définie au voisinage de 0.

1. f admet un DLy(0) si et seulement si f admet une limite finie ¢ en 0 et alors
f(x) =4+ o(1).
2. f admet un DL;(0) si et seulement si f est dérivable en 0 et alors

f(@) = f(0) + f'(0)x + o(z).

Démonstration.

— /0
1. Supposons que f admet une limite finie ¢ en 0. Alors, lin%) f($)1 = lirr(l) flx)—£=0
T T—

donc f(z) — € =o(1) et ainsi f(z) = £+ o(1). On en déduit donc que f admet un DLg(0).
Réciproquement, supposons que f admet un DL(0). Alors, il existe un polynéme P €
Ro[X] tel que f(z) = P(x)+ o(1). Or, un polynéme de degré au plus 0 est constant donc
il existe une constante ¢ telle que f(x) = ¢+ o(1) et, comme o(1) — 0 f(z) — L.

Remarque. Dans le cas précédent, f est continue en 0 et £ = f(0).



f(z) = f(0)

2. Supposons que f est dérivable en 0. Alors, h_I)I(l) = 1/(0) donc
_ /
i @) = (FO) + f(0)2) _
r—0 x

ie. f(z)— (f(0)+ f(0)x) = o(x) et ainsi f(x) = f(0)+ f'(0)x + o(x). On en déduit donc
que f admet un DL;(0).

Réciproquement, supposons que f admet un DL;(0). Alors, il existe un polynéme P €
R, [X] tel que f(z) = P(x) + o(x). Or, un polynéme de degré au plus 1 est de la forme
aX + b avec a et b réels il existe deux réels a et b tels que f(x) = b+ ax + o(z). Des
lors, f(z) = b+ o(1) donc b = f(0) par la remarque précédente. De plus, pour z # 0,

/() ; 1(0) _— —1—3:0(33) =a-+o(1) —ga donc f est dérivable en 0 et f/(0) = a. Par
suite, f(z) = f(0) + f'(0)x + o(x).

O

Remarque 42. Si f admet un DL;(0) alors celui-ci est f(z) = f(0) + f/(0)z + o(x) et il fait
apparaitre ’équation de la tangente & €7 en 0 : y = f/(0)z + f(0). On verra que ceci, associé
aux propriétés 35 et 26 permet de déterminer la position relative de la courbe et de la tangente
au voisinage de 0.

[ Propriété 43

Les développements limités étant des égalités, on peut les additionner, les soustraire, les
multiplier, faire des substitutions pour obtenir d’autres développements limités.

Exemple 44. Soit n € N. A partir du résultat de Pexemple 39, déterminer le DL, (0) de

1 1
xr — —— puis en déduire celui de x — :
1+z 1+ 22
1
Solution. On a vu que =1l4+z+2*+---+2"+o(z"). Or, —z — 0 donc =
] — z—0 1 +x
.= L+ (—2)+ (—2)? 4+ -+ (—2)" + o((—2)") et, comme o((—z)") = o(—1)"a") = o(z")

car (—1) est une constante, =1—a+z*+ -+ (=1)"z" + o(z").

1+

Comme z* LO> 0, on en déduit que ;=1 =2+ (2% + -+ (=1)"(2%)" + o((z*)").
z—

I+
Si n est pair, il existe un entier k tel que n = 2k. Alors,
1
o —1— ZE2 + 1’4 et (_Dkx% + (_1)k+1$2k+2 N (_1)711,271 + O(IQn)
x
0(1.2/(:)
1 1
_ 2 | 4 k .2k 2%
donc le DL, (0) de T est T =1—a*+a* —-- + (=1)2% + o(z*).
Si n est impair, il existe un entier k tel que n = 2k + 1. Alors,
1
: " —1— $2 + 1’4 — 4 (_1>kx2k + (—1)k+1$2k+2 44 (—1)n$2n + 0(1’2”)
x
o(z2k+1)
1 1
donc le DL, (0) de T2 est 2 1—a? + 2% — o 4 (=1)kz? 4 o(x?*1).



Propriété 45

Soit f une fonction définie sur un intervalle I contenant 0 et admettant un DL, (0) de la
forme

f(x) =ao+ a1z + -+ az" + o(z").

Si F' est une primitive de f sur I alors F' admet un DL, (0) de la forme

F(x) = F(0> + apxr + %x2 dbooo b nai—:lxn+1 + O(l’n+1),

Démonstration. Supposons que F' soit une primitive de f sur [ et G : © — F(x) — F(0) —

n

a
Z ﬁxkﬂ définie sur I. Alors, G est dérivable sur I comme somme de fonctions dérivables
k=0

et, pour tout x € I, G'(z) = f(z) — Y arz” donc G'(z) = o(2").

Soit z € I'\ {0}. Comme G est dérivable sur I, d’aprés le théoréme des accroissements finis,

G) = G'(¢;). Pour tout € I\ {0}, on choisit un tel c,.

Considérons alors la fonction h définie sur I\ {0} qui & z associe ¢,. Pour tout = # 0, h(x) est

il existe ¢, entre 0 et x tel que

compris entre 0 et z donc hz) < 1. Des lors, pour z # 0,
x
G@)| _|G(x) 1| _|G' ()| _ |G h@)]|  |p@)|" |G @)
antl x " xn h(x)" x| | h(z)n | 20

car G'(z) = o(z") et h(x) — 0 (car 0 < h(z) < z) donc, par composition, G'(h(z)) = o(h(x)™).

Ainsi, G(z) = o(z™™!) donc F(z) — F(0) — > k:cf lka = o(z™*") soit finalement F(x) =
k=0

F(0)+ > kai—fljlxkﬂ + o(z"1), ce qui permet de conclure que F' admet un DL,,,1(0) et qu’il a
k=0

bien la forme annoncée. O]
— Corollaire 46 N
22 2 "
1. Pour tout n € N, In(1 +z) =z — ?+§+---+(—1)" — + o(a™).
n
2 23 "
2. Pour tout n € N, exp(z) = 1+x+§+§+~--+—'+o(x”).
Démonstration.

1. On a vu que =1—x+2> =23+ -+ 2"+ o(z") donc, par la propriété précédente,

2 3 n

r* x x
In(l4+z)=mn(1l)+z— —+ % — -+ (=1)"" 4+ o(a").
2 3 n
x?2 28
2. Considérons, pour tout n € N, la proposition P(n) : « exp(z) =1+ x + o + al +--+

n

H%—o(:v ) ».



e Initialisation. Comme exp est continue en 0, exp(x) = exp(0) + o(1) = 1 + o(1) donc
P(0) est vraie.
e Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Alors,

_ 1 r? " n
exp(z) = +x+§+§+~-+a+o(x)
donc, comme exp est une primitive d’elle-méme sur R, d’apres la propriété précédente,

2 n+1

exp(z) = exp(0) + = + % I (;’:Ll)‘ + o(z™)

donc P(n + 1) est vraie.

e Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que, pour tout n € N, exp(z) =
2 3

1 T T " n
+$+a+§+"'+a+0<l‘ )

Exemple 47.

1. Déduire de ce qui précede 1'équation de la tangente a la courbe de la fonction exp en 0 et
donner les positions relatives de la courbe et de cette tangente au voisinage de 0.

eJ}

2. Déterminer un DL3(0) de la fonction = —— T
x —_—

3. Déterminer un DL3(0) de la fonction z — 3e” — 21In(1 + x).

Solution.
2

2
x
1. Comme exp(z) = 14z + % +o(2?), exp(z) — (1 +z) ~ ) donc, dans un voisinage de 0,
exp(x) — (1 +x) > 0 i.e. exp(x) > 1 + 2. Ainsi, dans un voisinage de 0, la courbe de exp
est au-dessus de sa tangente en 0. (En fait, on a vu en premiére année que, pour tout
r € R, exp(z) > x + 1 donc la courbe est toujours au-dessus de sa tangente).

2. C () =1+ +x2+x3+ (2%) et ! ! 1 2— 2% +o(a2?)
. Comm r)=1+x+—+—+o(x’) e =— =—1l—-z—2a"—
O Exp 2 6 r—1 11—z ’
e’ x? a2 6 2 3 2
o 1+x+5—|—€+0(3c) (=1 -2z —2a°—z°+o(z?))
2 3 3
:—1—a:—xQ—m3—x—x2—$3—%—%—%+0(m3)
:—1—2x—§x2—§x3+0(x3)

3. De méme,

2 .3 2 3
3ex—21n(1+3:):3<1+x+9€2+%+0($3)> —2(93—2—1—3;4—0(1’3))

5 1
:3+x+§x2—6x3+0(x3)



Théoréme 48. Formule de Taylor-Young

Soit n € N et f une fonction de classe €™ sur un intervalle I contenant 0. Alors, f admet
un DL, (0) donné par

" ®3) (n)
1O, 100, SO

f(@) = f(0) + f'(0)x +

z" + o(x").

Démonstration. Considérons, pour tout n € N, la proposition suivante P(n) « pour tout fonction

an (3) 0 (n) 0
de classe € sur I, le DL, (0) est f(z) = f(0)+ f/(0)x + f2(' >as2 + / 3‘< >.CE3—|- et f|<>x”+
o(z™) ».
Initialisation. Soit f une fonction de classe €° sur I. Alors, f est continue sur I donc,
d’apres la propriété 41, f(xz) = f(0) + o(1) donc P(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Soit f une fonction de classe ¢!

sur . Alors, f est dérivable et [’ est de classe €™ sur I. Dés lors, comme P(n) est vraie, f’
admet un DL, (0) et

F@ = 10 + (e + L0 IO o)
i.e. ) i)
£y = £ + 0+ T a2 E O o
Des lors, d’apres la proposition 45, f admet un DL, (0) et
1" (3) (n+1)
)= 10+ 7O+ T D00 FE ety gan

donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que P(n) est vraie pour tout n € N,
ce qui démontre la propriété. O
1

Exemple 49. Déterminer le DLy(0) de la fonction f : z — et
e.’Z

Solution. La fonction f est de classe €2 sur R comme somme et quotient de fonction de

référence et, pour tout réel x,
x

e
o) = ~Grep
et
” e”(2+ €)% — e X 2e%(2 + e”) e*(24¢")[(2 4 ") — 2e”] e’ —2
F(w) = - . _ |
(24 e?)* (2 4 e*)* (24 er)3
L L, 1 " 1

On en déduit que f(0) = 3 f(0) = ~9 et f7(0) = T donc, par la formule de Taylor-Young,

11 5 1 1 1
flx) = 37 9% %xQ + o(z?) = 37 9% 5—4x2 + o(z?).

Remarque 50. La dérivée d’une fonction paire étant impaire et la dérivée d’une fonction impaire
étant paire, la formule de Taylor-Young implique qu'un développement limité en 0 d'une fonction
paire ne contient que des puissances paires et le développement limité d'une fonction impaire ne
contient que des puissances impaires.



— Corollaire 51 : DL usuels a connaitre N

1 2
° =l4+z+2*+---+2"+o0(z")
-z
1
e T4+ a4+ (=1)"a" +o(a")
M $2 1'3 " .
® C = +$+§+§+"'+H+O(I)
1‘2 ZL‘4 IQn
=1—- — 4+ —— ... —1\)" 2n
e cos(z) =1 SRR +(—1) (2n)!+0($ )
R L2+ )
_ T n n+1
o sinf@) =z =51+ D Gy o)
2 ZL’S 1$n
In(l4+2)=2——+— +- )" n
eln(l+ur)=x 5t gt + (—1) n+o(m)
1 S P 1
oVaeR,(1+x)o‘:1+ax—|—a(2’ ):c2+ afa—1) '(a n ):c”—l—o(x”)
! n

Démonstration. Les développements limités de z —— , T — ,exp et  — In(1+x)
x

ont déja été vus. Ils peuvent étre retrouvés a l'aide de la %ormule de Taylon-Young.

Comme la fonction cos est de classe CT*°, elle admet des développements limités a tout ordre.
De plus, on a vu que la dérivée de cos est périodique : pour tout entier k, cos®(z) = cos(z),
cos ) (z) = —sin(x), cos™+?)(x) = —cos(x) et cos® +3)(x) = sin(z) donc cos™¥(0) = 1,
cos* D (0) = 0, cos™+2(0) = —1 et cos™+¥(0) = 1. Grice a la formule de Taylor-Young, on
en déduit que, pour tout entier naturel n,

2 4 xQn

(2n)!

cos(z) =1— 4+ — o (=1)" —|—o(m2">.

21 4l

De méme, la fonction sin est de classe CT*°, elle admet des développements limités a

tout ordre. De plus, la dérivée de sin est périodique : pour tout entier k, sin®*(z) = sin(z),

sin@* ) (z) = cos(z), sin®*+?(z) = —sin(z) et sin®+3)(x) = — cos(x) donc sin**(0) = 0,

sin@*+1)(0) = 1, sin@**+2)(0) = 0 et sin®*+3)(0) = —1. Grace a la formule de Taylor-Young, on
en déduit que, pour tout entier naturel n,

3 5 x?n—i—l

sin(m):x—x#—x—---%—(—l)nw

31 5l +o(a™).

Pour finir, considérons a € R et fr — (1 + 2)®. Pour tout n € N, considérons alors la
proposition P(n) : « f est n fois dérivable sur R et, pour tout réel z, f™(z) = ala —1)--- (a —
n+1)(1+z)*"».

On va montrer que P(n) est vraie pour tout n € N.

Initialisation. Par définition, pour tout réel z, f(x) = f(x) = (1 + 2)* donc P(0) est
vraie.

Hérédité. Soit n € N. Supposons que P(n) est vraie. Alors, f est n fois dérivable et, pour
tout réel z, f™(z) = a(a —1)--- (@ —n + 1)(1 + 2)*™. Il s’ensuit que f est n + 1 dérivable
sur R et, pour tout z € R, f"(2) = a(a —1)--- (o —n + 1)(a — n)2*™""* donc P(n + 1)
est vraie. Conclusion. Par le principe de récurrence, on conclut que P(n) est vraie pour tout
n € N.



Dés lors, pour tout n € N, f™(0) = a(a —1)---(a —n + 1) et donc, par le formule de
Taylor-Young,
ala—1) ,

-1 (a— 1
(1+x)a:1+ax+Tx +---+Oé(a ) '(& n+l)
. n.

" +o(x").

Exemple 52.
1. Déterminer le DL3(0) de x —— cos(z) + sin(z)
2. Déterminer le DLy(0) de x — cos(z)v/1 + x
sin(z?)

11—z

1—
4. Déterminer le DL3(0) de 2 — In ( x) ;

1+

1+z—e¢*

1 —cos(z)

3. Déterminer le DL3(0) de x 2

5. Déterminer la limite en 0 de z ——

Solution.
7 23 2?28
1. cos(x) +sin(z) =1 — ?+0(x3)+9c— €+0( )=1+z— 5 E—l—o(x?’).
-

2. cos(z)V/1+z = (1 v + 0(352)) (1 + L + x? + 0(x2)>

2 2 2

_ (1 . 5622 + 0(5(:2)> <1 - ;:c — ;xQ + 0(362))

1 1 1
=1+ 3%~ §x2 — §x2+0($2)

1 )

=1+gr- §x2 + o(z?)

3. On sait que sin(xr) = z + o(z?) donc, comme lir%arz = 0, sin(z?) = 2% + o((z?)?) =
z—

22 + o(z?) = 2% + o(2?). Ainsi,

. 2 1
Sinixw) = sin(2?) x 1_ = (2* +o(z®)) (1 +z+2° + 2%+ o(x)) = 2* + 2° + o(2?).
4. Pour tout réel z € ] ( ) In(1 —z) +In(1+ ) donc, comme hn%( z) =0,

- (- ) ( ) a? 2’ 3 2 3 3
= (- _r .z — 9 .
n(l—i—x) (—x)— +o(z*)— |z —|—3+0(:E) x 3x+0(a:)
72 22 2

5. Commel+x—e””:1+x—<1+x+2+0(x2)>:—2+0(x2),1+3:—em~ —=.

On en déduit que
l+z—¢" -5

1— COS(:E) x:O %2 z—0

1 _ AT
donc lim _rrme —1.
=0 1 — cos(x)



.

— Définition 53 N

Soit n € N.

1. Soit a un réel quelconque et f une fonction définie au voisinage de a. On dit que f
admet un développement limité & ’ordre n au voisinage de a (DL, (a)) si la fonction
g : h — f(a+ h) admet un DL, (0). Le DL, (a) de f est alors le DL, (0) de g
appliqué en h =z — a.

2. Ici, a désigne 400 ou —oo et f une fonction définie au voisinage de a. On dit que f
admet un développement limité & 'ordre n au voisinage de a (DL, (a)) si la fonction

1
g:t— f <t> admet un DL, (0). Le DL, (a) de f est alors le DL, (0) de g appliqué

ent=—.
T

Exemple 54.

3. Déterminer le DL;

1
. Considérons g : © —> ——. Alors, pour tout réel h > —2, g(h) =

1. Déterminer le DL3(1) de la fonction exponentielle.

)
2. Déterminer le DL3(2) de la fonction inverse.

+00) de la fonction z — :
1+

(
( 1
(
(

4. Déterminer le DL3(+00) de la fonction f : x — %e%

Solution.
1. Considérons g : h — exp(1 + h). Alors, g est de classe C? sur R et, pour tout réel h,

g'(h) = exp(1+ h) et g"(h) = exp(l + h) donc g(0) = ¢'(0) = ¢"(0) = e. Grace a la
formule de Taylor-Young, on en déduit que g(h) = e + eh + ghQ + ghg + o(h?) donc
v _ _ S 12 S 13 13

e*=e+e(lx—1)+ 2(:76 1)+ 6(:)3 1) +m9>1(($ 1)%).

Remarque. Pour déterminer le DL3(0) de g, on aurait également pu utiliser le fait que,

h? 3
pour tout réel z, e!*" = eeh = e (1 +h+ 5t Tt 0(h3)>

1
= X — dong,
24+ h 2 243

comme lim — = 0,
h—0 2

=3 (4 () -0 o (0] -t e

Ainsi, 313 = ; — i(w—Q) + é(x —2)2 - 116(x— 2)3+z22((x— 2)3).
. Considérons ¢ : t — —. Alors,
1+1
t 1 2 2 2 | 43 3
gt) = =1t x 1+t:t(1—t+t +o(t)) =t — >+ + o(t?)

donc =———=+

1 1 1 1+ o <1>
142 x 22 a3 o=t \g3/)

1 1 t? t?
. Considérons g : t — tet. Alors, g(t) =te! =t (1 +1+ 5 + t(t2)> =t+t*+ 5 +o(t?)

t
1 1 1 1
dOIle() ++21’3+$ﬁ0+00(l‘3>



