¢ Chapitre 3. Séries a termes positifs

Dans tout le chapitre, N désigne un entier naturel.

I. — Définitions

1) Séries a termes positifs

— Définition 1 N

Soit (u,) une suite a termes positifs définie a partir du rang N. Pour tout entier n > N, on

pose S, = Z U

k=N

1. La suite (S,) est appelée la série de terme général u,. On la note » u, (ou »_ u,).

n>N
2. Pour tout entier naturel n > N, S,, est appelée la somme partielle d’'indice n de la

série Z Uy,

. J

D Contrairement a ce qui a été vu précédemment, Z u, ne désigne par une somme mais une
suite. Les sommes partielles, en revanche, sont des sommes.

Exemple 2.

1. Z 1 est la série de terme général 1. Ses sommes partielles sont Sp =1, 51 =1+1=2,
Sy =141+ 1 =3 et, de maniere générale, pour tout n € N, S,, = n + 1.

2. Zn est la série de terme général n. Ses sommes partielles sont So =0, S;=0+1=1,

n(n+ 1)

—

3. ZnQ est la série de terme général n?. Ses sommes partielles sont Sy = 02 = 0, S; =

02412 =1, 5, = 02+ 12 + 22 = 5 et, de mani¢re générale, pour tout n € N, S,
n(n+1)(2n+1)

Sy =041+ 2 =3 et, de maniere générale, pour tout n € N, S,, =

6
1 . A : 1
4. Z—n est la série de terme général _—. Ses sommes partielles sont Sp = 2 = 1,
1 1 3 1 1 1 7
S, = 2 + STREY Sy = 2 + o1 + 2= et, de maniere générale, pour tout n € N,
g _1- T 5 1] 1
"To1-1 7 {_2%1 on’
1 . | : 1
5. Z — est la série de terme général —. Ses sommes partielles sont S; = 1= 1, 5, =
n>1 n
1+1—3S—1+1 111
172 22717273 6
" - (g 3" . 3
6. Z—' est la série de terme général - Ses sommes partielles sont Sy = o= 1,
30 3t 30 3t 32 17
Si==+5=458=-+=+7=—%.

o 1 o1 2 2



2) Somme d’une série a termes positifs

( )

Théoréme et définition 3

Soit Z u, une série a termes positifs. Alors, la suite des sommes partielles (.5,) admet

n>N
une limite finie ou infinie. Cette limite s’appelle la somme de la série Z u, et on la note
n>N

+oo

3

n=N
n+1 n

Démonstration. Pour tout entier n > N, S,,1 — S, = Z Uy — Z Up = Upyq = 0 car (uy,) est

k=N k=N

a termes positifs. Ainsi, (S,,) est croissante. Dés lors, par le théoréme des suites monotones, soit
(S,) est majorée et alors elle converge vers une limite finie ¢ soit (S,,) n’est pas majorée et alors

elle diverge vers +oc. O]
n “+o00

Les notations Zun, Z Up, Z uy, et Z u, se ressemblent mais désignent des objets
n=>N k=N n=N

différents. Précisément, Zun et Z u, désignent la série de terme général u,,, c’est-a-dire

n>N
n —+00

une suite, Z ug désigne la somme partielle d’indice n, c’est-a-dire un nombre et Z Up,
k=N n=N
désigne la somme de la série de terme général u,, c’est-a-dire une limite qui peut étre un

nombre réel positif ou +oo.

1
Exemple 4. Déterminer les sommes des séries Z 1, Z n, an et Z o

Solution. .
e Pour tout n € N, len—FlT:—i-OOdODCZl:—FOO.
k=0 " o n=0
n 1 “+o0o
e Pour tout n € N, Z k = n(n+1) = 400 donc Z n = +o00.
k=0 2 oo n=0
i 1)(2 1 =
e Pour tout n € N, Zk;2:n(n+ )@n+1) »= 400 donc Zn2:—i—oo.
6 n—+o00 —
k=0 n=0
n 1 1 1 n
e On a vu dans 'exemple 2 que, pour tout n € N, Z oF = 2 — on = 2 — <2> . Or, comme
k=0
1 1\" =1
-1<3;<1, nglfoo (5) = 0 donc, par somme de limites, 7;) 5 = 2

Définition 5
Soit a un réel positif et A un réel strictement positif. Alors, on pose

1. (+o00) +a=a+ (+00) = +00 2. (+00) + (+00) = 400 3. A(+00) = +00.




Propriété 6. — linéarité de la somme

Soit Z Uy, et Z v, deux séries a termes positifs et A > 0. Alors,

n>N n>N
“+o0 400 —+o0 “+o0 —+o0
1. Z(un+vn):Zun+Zvn 2. Z()\un):)\Zun.
n=N n=N n=N n=N n=N
Démonstration.

1. Supposons que les deux séries Z Uy, €t Z v, tend vers des limites finies. Par linéarité de
la somme finie, pour tout n > N,

n n n +oo 400
Z(uk—i—vk): Zuk—l— ka—> Zuk+ ka
k=N k=N Py ¢ k=N

“+o00
par somme de limites. Ainsi, Z U, + Up) Z Uy, + Z Uy,
n=N

Supposons a présent que I'une des deux séries tendent vers +o0o. Alors, par le méme
n

raisonnement, quelle que soit la somme de 'autre série, Z ug + vg) —> +o00. Or,

k=N
par la définition précédente, puisque 'une des deux séries a une somme egale a 400,

Z Uy + Z v = 400, ce qui montre 1’égalité voulue.

n +oo
2. Pour tout entier n > N, Z (Aug) = A Z m T) A Z uy (grace a la définition
k=N k=N k=N
~+o00 400 +oo
précédente dans le cas »_ u, = +00). Ainsi, Y (Aup) =X Y u,.
n=N n=N n=N

5
Exemple 7. Déterminer les sommes des séries Z:(n2 +1) et Z o

Solution. En utilisant les résultats de ’exemple 4,

+00 +o00 —+o0
YnP4+1)=> n"+> 1=+00+ (+o0) = +o0.
n=0 n=>0 n=0
+o0 5 +o00 1
27—52 =5x2=10.
n= 02 n= 0
II. — Nature d’une série

1) Définition

Définition 8

On dit qu'une série a termes positifs converge (ou est convergente) si sa somme est finie.
Dans le cas contraire, on dit qu’elle diverge (ou qu’elle est divergente).
La caractere convergent ou divergent d'une série s’appelle la nature de la série.

Exemple 9. Parmi les séries de 'exemple 4, lesquelles sont convergentes et lesquelles sont
divergentes 7



1
Solution. Les séries Z 1, Zn et Z n? sont divergentes et la série Z on est convergente.

Remarque 10. 11 découle de la linéarité de la somme que :

e si Zun et Zvn convergent, alors Z(un + v,) converge ;
e si Zun ou Z v,, diverge alors Z(un + v,) diverge;
e pour tout réel A > 0, Zun et Z Au, ont la méme nature.

2) Comportement du terme général

Propriété 11

. Si la série u, converge alors lim wu, = 0.
Z " & n—r—+oo "

2. Si (uy) ne tend pas vers 0 alors Zun diverge. Dans ce cas, on dit que Zun diverge
grossierement.

Démonstration.

1. Supposons que Zun converge et notons S sa somme. Alors, d'une part, pour tout

n—1

>N+1, u, = Z Up — Z uy, et, d’autre part, hm YN = 11I_~I_1 Zk N = S don,
k=N k=N n
par différence de limites, (u,,) converge et 1_1&1 u, =S —5=0.
n o

2. Cela découle immédiatement de l'implication précédente.

O
, . L. n! 1 n
Exemple 12. Déterminer la nature des séries Z —, Z et Z
2n nse n(n)

Solution. | 1 5 3 L o 3 . )

n! X2X3X- n
Pour tout k£ € N*, = —X—-X—-X-"+X—2>=-XIx1x--+x1==
B "on T 272772 272 2

n! n!
donc la suite de terme général on e tend pas vers 0 et ainsi la série Z on diverge grossierement.
n—1 n
Comme ~—n~1 lim =1 # 0 donc la série Zcos ) diverge grossiérement.
n n n——+00 n

- n . N
= +oo donc la série Z ——— diverge grossierement.

In(n)

Par croissance comparée, hm

o In(n)



3) Comparaison des termes généraux

Propriété 13

Soit (uy,) et (v,) deux suites a termes positifs définies a partir du rang N. On suppose qu'il
existe un entier M > N tel que, pour tout n > M, u,, < v,.

1. Si la série Z u, diverge alors Z v, diverge.

n>N n>=N

2. Si la série Z v, converge alors Z U, converge.

n>N n>N
+oo +o0o
3. Si, de plus, M = N alors, dans tous les cas, Z Up < Z Up-
n=N

Démonstration. Par la relation de Chasles, pour tout n > M,
M-

n — 1 n
Zuk:Zuk—l—Zuk Zuk—l—z Zuk—vk)+2vk (%)
k=N k= k=N

1. Supposons que Z u, diverge. Alors, pour tout n > M,
n>N
n n M-1
2 v =2 k= ) (k= k) S 00
n= =N k=N

constante

donc, par le théoreme de comparaison sur les suites, nLHEoo Z v = 400 et ainsi Zvn

diverge.

n
2. Supposons que Z v, converge. Alors, la suite des sommes partielles (Z vk> est majorée
n>N k=N

n
donc, d’apres (x), la suite des sommes partielles (Z uk> est également majorée et donc
k=N
la série Z u, converge.

n

n
3. Si M = N alors (*) devient : pour tout n > N, Z up < Z v et par conservation des

k=N k=N
“+o0o

inégalités larges par passage a la limite, on en déduit que Z up < Z Vg
k=N

PR

Exemple 14. Déterminer la nature des séries Z i et In(n)
n=2 n{n

Solution. Pour tout n € N, 2" + 1 > 2" > 0 donc, par décroissante de la fonction inverse

1 1
sur |0; 400, 1 < o Or, on a vu (exemple 4) que la série » ou converge donc, par le
1
théoreme de comparaison, Z 1 converge également.

Pour tout entier n > 2, n++/n = n et In(n) > 0 donc n+ >

n(n) > ln?n)' Or, on a vu (exemple
12) que »

n++/n

In(n)

m diverge donc, par le théoreme de comparaison, Z diverge également.
n(n



4) Equivalence des termes généraux

( \

Propriété 15

Soit (uy,) et (v,) deux suites & termes positifs. Si u,, ~ v, alors les séries Z Uy, et Zvn ont
la méme nature.

, . Up
Démonstration. Supposons que u,, ~ v,. Alors, hrf — = 1 donc la suite de terme général
n—+00 U,

U ..
€, := — — 1 tend vers 0. Ainsi, u, = (1 +¢&,)v, avec lim ¢, = 0.
Un n—-+00

Supposons que Zvn converge. Alors, comme (g,) tend vers 0, il existe un rang M tel que,
pour tout n > M, &, < 1. Des lors, pour tout n > M, u, < 2v,. Or, comme Zvn converge,
par la remarque 10, Z 2v,, converge et donc, par le théoreme de comparaison, Zun converge.

Supposons que Zvn diverge. Alors, comme (g,) tend vers 0, il existe un rang M tel que,

pour tout n > M, &, > % Des lors, pour tout n > M, u,, > %vn. Or, comme Zvn diverge,

1
par la remarque 10, Z ivn diverge et donc, par le théoreme de comparaison, Zun diverge.

Enfin, étant donné que v,, ~ u,,, on peut reprendre ce qui précede en échangeant le role de
(un) et (vy,) et on conclut que (u,) et (v,) ont la méme nature. O

Exemple 16. Déterminer la nature des séries Z o et Z

n>1 n>2
Solution.
> 2t —1 1 1 1
Pour tout n € N*, - = =1—— ——1donc ~ —. Or, on a vu dans
on_1 2m 2" n—+oo 2 — 1 2n
1
I'exemple 4 que la série Z o converge donc Z 5 ] converge.
n—y/n
n(n - 1 -
Pour tout entier n > 2, 17(1) _ \/ﬁzl———>1don0n \/ﬁw n . Or, on
() n Vi neo In(n)  In(n)

n n—
a vu dans 'exemple 12 que Z —— diverge donc

Vn

In(n) In(n)
Remarque 17. On en déduit en particulier que la nature d’une série ne dépend pas de ses premiers
termes. Ainsi, si M et N sont deux entiers naturels alors les séries Z Uy, et Z U, ont la méme

n=>N n>M
nature. Si elles divergent, leurs sommes sont tous les deux égales a +oo. En revanche, si elles
“+o0o
convergent, il n’y a pas de raison qu’elles aient la méme somme. Par exemple, Z on = 2 mais
n=0

+oo 1 +o0 1

7_2271 20:

III. — Séries de référence

1) Séries de Riemann

( \

Théoréme 18

1
La série Z — est divergente.

n=1




Démonstration. Soit k € N* et t € [k;k + 1]. Alors, par décroissance de la fonction inverse sur

1 1
105 400], n < = Par croissance de l'intégrale, on en déduit que

k+1 k+1
/ Lat \/ A&ﬂ k+1—ky:;
Or,
k+1 1
L St = @] = n(k+1) ~ (k)

1
donc, pour tout entier k > 1, — > In(k + 1) — In(k). Il s’ensuit, en reconnaissant une somme

téléscopique, que, pour tout n € N*,

i i (k+1) —1In(k) =In(n +1).

- 1
Mais Lim 1 1) — . I 1_ i L séri 1
ais lim n(n + 1) = +oo dong, par comparaison, . _13100]; +00 et ainsi la série 7%:1
est divergente. O]
1 2
Exemple 19. Déterminer la nature des séries Z Z et Z In (1 + )
nz2 ( ) nz1 nz1
Solution.
Pour tout entier n > 2, 0 < In(n) < n donc, par décroissance de la fonction inverse sur
1 1 1 1
0;400|, —— > —. Or, la série — diverge donc, par le théoreme de comparaison, —
] | In(n) = n 2 n & P P 2 In(n)

diverge également.
Pour tout entier n > 1, 0 < y/n) < n donc, par décroissance de la fonction inverse sur

1
0; — >
] 7+OO[7 \/ﬁ

diverge également.

1 1 1
—. Or, la série — diverge donc, par le théoreme de comparaison, —
- > diverg p P Zv%

2 2 2 | 2
C I —01(1>~ih 2 diverge, par 1 10, 5°2
omme lim — 1+ - Or, comme > — diverge, par la remarque > .

2
diverge et donc, par équivalence des termes généraux, Z In (1 + ) diverge.
n

1
Remarque 20. La série E — montre que la réciproque du point 1. de la propriété 11 est fausse :
n>1

1
lim — = 0 mais la série Z diverge.
n—-+oo n

Théoréme 21

1
La série Z — est convergente.
n=1

Démonstration. Pour tout entier n > 2, 0 < n—1 < n donc, en multipliant n, 0 < n(n—1) < n?.

Ainsi, par décroissance de la fonction inverse sur |0 ; +oo], ﬁ > —. Or, pour tout entier
n(n — n
1 1
k> 2, k(k = 1) =1 1 % donc, pour tout entier n > 2,
- "1 1 1
———=1—-—-—1
kz_:znn—l) kzzék—l k n n—+oo



Ainsi, la série de terme général converge donc, par le théoreme de comparaison, la

n(n—1)
série de terme général — converge. m
n

400 ’7T2

Remarque 22. Le mathématicien suisse L. Euler a démontré en 1735 que Z TG
n=1 n

1
Exemple 23. Déterminer la nature des séries et
p Z n2+1’ T; Z n3 +1°
Solution.
1 1

~ — donc, comme Z — converge, par équivalence des termes généraux, Z
n 2 n? n?+1
converge.

Pour tout n € N*, 0 < n? < n? donc, par décroissance de la fonction inverse sur ]0; 400,

1 1 1
— > 5 Or, Z e converge donc, par le théoreme de comparaison, Z 3 converge.

n2
3 v \/— donc la série Z Vi

Comme n? + 1 ~ n?,
511 nd

+1
e Vi i1 1<1

Or, pour tout n € N*, — = —
n3

n n2 \/_

1 vn . .
Z — Converge donc par Comparalson la Serle Z COHVGI‘ge et ainsi la serie Z
n

a la méme nature que la série

car \/n > 1. Par propriété,

N

nd+1

1
Remarque 24. Une série de Riemann est une série de la forme Z — ou « est un réel. Les deux
n>1
exemples précédents montrent qu’une telle série converge pour o = 2 mais diverge pour o = 1.

2) Séries géométrique et séries géométriques dérivées

Définition 25

Une série géométrique est une série de la forme Z q" avec g € R,..

1 n
Exemple 26. Les séries Z 3", Z = et Z — sont des séries géométriques.

Propriété 27

Soit ¢ € R,. La série géométrique Z q" converge si et seulement si g € [0; 1] et, dans ce
cas,

+o00
YA =—
n=0

Démonstration. Soit n el N.

Siq > 1 alors Z q" Z l=n+1 p—— +oo donc la série Y ¢™ diverge.

k=0 k=0
1— n+1
Si g < 1 alors, pour tout n € N, Z q" = " Or, comme 0 < g <1, lim ¢" =0 donc,
k=0 1 - oo
+o0 1
par opérations sur les limites, la série de terme général ¢™ converge et Z qt=—. O]

n=0 1_q



Exemple 28. Déterminer la nature et la somme des séries de ’exemple 26

“+00
Solution. Comme 2 > 1, la série Z 2" diverge donc Z 2" = +00.
n=0
, . I\™ . 1 >
< 1, la série » (7> e Y. = converge et > =
n=0

n

N 4 n ' 4 —+00 4n
< 1, la série > (5> e Yy £ converge et i
n=0 o

Comme 0 <

—_
|
=

—_
I
o

Ol = | =

Comme 0 <

SIS

Propriété 29

Soit ¢ € R,. La série an"’l converge si et seulement si g € [0; 1] et, dans ce cas,

St =
ng" " = :
n=0 (1 - Q)Q

Démonstration. Supposons g > 1. Pour tout n € N*, ng"~! > n et la série de terme général n
diverge (voir exemple 4) donc an”_l diverge.

n 1— n+1
Pour tout ¢ € [0;1] et tout n € N, Z ¢ = 1761 En dérivant par rapport a ¢, on en
k=0 o
déduit que, pour tout ¢ € [0;1] et tout n € N,
z”: ot = S D) —g) — (- ¢")(=1) _1+4ng"" = (n+1)g"
k=0 (1-4q)? (1—q)?
Or, comme 0 < ¢ < 1, par croissance comparée, 1_1}15{1 ng"tt = 1—1>I4P (n+1)¢" = 0 donc la série
400 1
de terme général ng" ! converge et Y ng" " = = O
n=0 —dq

Remarque 30. On peut faire commencer la somme a n = 1 car le premier terme de la série est
nul.

Exemple 31. Déterminer la nature et la somme des séries Z n3", Z 7% et Z (n—l\;)nl)lln
Solution. Pour tout n € N, n3™ = 3(n3" ') et 3 > 1, la série de terme général n3™ diverge
donc i@ n3" = +oo0.
n=0
Pour tout n € N, :—n = ; X n (;)n_l et 0 < ; < 1 donc la série converge et
=n 1 1 49 7
e T (—L2 T 7736 36

Pour tout n € N, 5

n—1 n
termes généraux n <5> et (5) convergent donc la série converge et

n4r 4 4\"1 AN\ 4
(n—gn) =5 xn () + (5) . Comme 0 < R < 1, les deux séries de

= (n4+1)4n 4 1 14
ZLZ) = o X gt g = - X 2545 =25,
= O 5 (1-32 1-5 5



Propriété 32

Soit ¢ € R,. La série Z n(n — 1)¢" "% converge si et seulement si ¢ € [0;1] et, dans ce cas,

+o0 2

nin —1)¢" % = )

nz::o (1—q)?

Démonstration. Supposons ¢ = 1. Pour tout entier n > 2, n(n — 1)¢" % > n et la série de terme
général n diverge (voir exemple 4) donc Y n(n —1)¢"~ 2 diverge.

Pour tout ¢ € [0;1] et tout n € N, on a vu que

1+ng"™ — (n+1)¢"

k’an_l —
;;) (1—9q)?

En dérivant par rapport a ¢, on en déduit que

z”: B(k — 1)g"2 — (n(n+1)¢" —n(n+1)¢" (1 — ¢)* = (1 +ng"™ — (n+1)¢") x 2(=1)(1 — q)
k=0 (1—q)*
(n(n+1)¢" —n(n+1)¢" ") (1 — q) +2(1 + ng"*" — (n+1)¢")
(1-¢)°
2—nn—-1)¢"" +2(n* - 1)¢" —n(n+1)¢" !
(1—-q)°
Or, comme 0 < ¢ < 1, par croissance comparée, 1_1}111 n(n + 1)g"*™ = 1_131 (n?* — 1)¢" =
+o0

LHP n(n+1)¢"~' = 0 donc la série de terme général n(n—1)¢" 2 converge et » n(n—1)¢" > =
n o0 n—0

2 [
(1-q)*

Remarque 33. On peut faire commencer la somme a n = 1 ou a n = 2 car les deux premiers
termes de la série sont nuls.

n24m

-1
Exemple 34. Déterminer la nature et la somme des séries Z n?3" 2, Z n(n7n) et Z

Solution. Pour tout n € N, n?3"~2 ~ n(n — 1)3"? et 3 > 1 donc la série Y n(n —1)3">

+o00
diverge et, par équivalence des termes généraux, 227123”’2 aussi. Ainsi, Z n?3"? = 4-00.
n=0
-1 1 n—2 1
Pour tout n € N, n(n7n) =1 x n(n —1) <7> donc, comme 0 < = < 1, la série
converge et
=Xnn-1) 1 2 1 343 7
S T = —x2x o=
— 49 7 (111 49 216 108

24n 4 2 4 —2 4 o
Pour tout n € N, P ™ (5) n(n—1) (5) donc, comme 0 < = < 1, la série converge.



Pour calculer sa limite, on remarque que n(n — 1) = n*> —n donc n* = n(n — 1) + n donc

“+oo n24n 16 +o00 4 n—2 4 +oo 4 n—1
= — —]_ — — -
T 2, nin )<5> +5n§”<5>

n=0

6 2 +4>< 1
250 (1= 57 (1-32)
_ 10 50+ 2 k25
25 5

= 180

3) Séries exponentielles

Définition 35

:L.n

Une série exponentielle est une série de la forme Z —yavec r € R;.
n!

vz
n!

1
et Z ol sont des séries exponentielles.

1
Exemple 36. Les séries » 5 >
n!

n

T
Pour tout réel z positif, la série exponentielle » — converge et
n

+oo ,.n
T x

—'=e.
n_o

Exemple 38. Calculer les sommes des séries de 'exemple 36.

Solution

n=0 n' n=0 n'

+o0o 2 3

> o =e

n=0 nl

+o00 1 +o00 (%)n




