¢ Chapitre 2. Espaces vectoriels

Dans toute la suite, K désigne R ou C et les éléments de K (les réels ou les complexes selon
le cas) seront appelés les scalaires.

I. — Définition et exemples

1) Définition

— Définition 1 N
Un espace vectoriel sur K (ou un K-espace vectoriel) est un ensemble muni de deux
opérations :
1. une addition, notée +, telle que

a. pour tout (u;v) € E*, u+v € E;

b. pour tout (u;v) € E? u+v = v+ u (I'addition est commutative)

c. pour tout (u;v;w) € B3 (u+v)+w =u+ (v+w) (Iaddition est associative) ;

d

. il existe un élément de E, appelé élément neutre et noté O, tel que, pour tout
ve K v+ 0 =v;

e. pour tout v € FE, il existe un élément de F, appelé opposé de v et noté —uv, tel
que v + (—v) = 0.

2. une multiplication par un scalaire, notée -, telle que :
a. pour tout (A\;v) e K x B, A-v e FE;

b. pour tout (A\;u) € K? et tout (u;v) € E*, A+ p)-v =X v+ pu-v et
A (u+v)=X-u+ X o (distributivité a droite et a gauche de la multiplication
sur l'addition) ;

c. pour tout (A\;pu) € K? et tout v € E, XA+ (u-v) = (M) - v (associativité de la
multiplication par un scalaire) ;

d. pour tout v e E, 1-v=w.

Les éléments de E sont alors appelés des vecteurs.

. J

Remarque 2.

1. L’élément neutre O est unique et on le note souvent simplement 0.
En effet, supposons qu’il existe deux éléments neutres ny et ny. Alors, comme n; est un
vecteur et comme ny est neutre pour l'addition, n; + ny = ny et, de méme, comme ny est
un vecteur et comme ny est neutre pour 'addition, ny + n; = ny. Or, par commutativité
de laddition, n1 + ny = ny + nq donc ny = ny. Ainsi, I’élément neutre est unique.

2. Pour tout v € E, 'opposé de v est unique et on note, pour tout v € F, u — v plutot que
u+ (—v).

3. Dans la pratique, le point de la multiplication par un scalaire est omis : on notera donc
Av plutot que A - v le produit du vecteur v par le scalaire \.

4. On peut montrer que les axiomes précédents impliquent que, pour tout A € K et tout
veEFE, AN-v=0gsietseulement si A=0ouz=0get A-(—v)=(=A)-v=—(\-0).



En effet, pour tout v € E, v+0-v=(140)-v =1-v = v donc Ov est neutre pour
I'addition et ainsi, par unicité de I’élément neutre, 0 - v = Og. De méme, pour tout
A€ K\ {0} et pour tout v € E,
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donc A - 0 est neutre pour l'addition et donc \-0g = 0g. On a donc montré que si A =0
ouv = 0g alors A-v =0g.

Réciproquement, considérons A € K et v € E tels que A # 0. Alors, + (/\ v) =
(d’apres le sens direct) donc (/\ XA -v=0gie 1-v=0gdoncov= OE Alinsi,
alors A =0 ou v =0g.

0 =0g
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On a donc bien montré 'équivalence : pour tout (A;v) € K x E, A-0g = Og si et
seulement si A =0 ou v = 0.

Soit (A;v) € K x E. Alors, A - (—v) +A-v = X- (v+ (—v)) = X0 = 0 donc
A (—=v) = —(A-v). De méme, (=) -v+A-v = (-A+A)-v=0-v = 0g donc
(=A)-v=—=(A-v).

2) Exemples a connaitre

Exemple 3. Soit n € N*. L’ensemble K™ des n-uplets d’éléments de K muni des opérations :
1. pour tout (z1, 3, ..., x,) € K™ et tout (Y1, %2, .., Yn) € K™, (1,22, ooy )+ (Y1, Y2, oy Yn) =
(1 4+ Y1, 22+ Yo, ooy T+ Yn)
2. pour tout (z1, g, ...,x,) € K™ et tout A € K, AN(x1, 2, ..., ) = (AT1, AZa, ...y ATy ) ;
est un espace vectoriel sur K dont 1’élément neutre est le n-uplet nul (0,0, ...,0).

Exemple 4. Soit A une partie de R. L’ensemble .7 (A4, R) = R* des fonctions de A dans R
muni des opérations :

1. pour tout (f,g) € F(ARY, [ +g:— [(z) +9(x);
2. pour tout f € .Z(A,R) et tout A € R, A\f : 2 —— Af(2);

est un espace vectoriel sur R dont 1’élément neutre est la fonction nulle sur A.

Exemple 5. L’ensemble R[X]| des polynomes a coefficients réels muni des opérations :
1. pour tout (P, Q) € RIX]?, P+ Q : z+— P(z) + Q(z);
2. pour tout P € R[X] et tout A € R, AP : z —— AP(z);

est un espace vectoriel sur R dont I’élément neutre est le polynome nul.

Exemple 6. Soit n € N. L’ensemble R,,[X] des polynémes & coefficients réels de degré inférieur
ou égal a n muni des mémes opérations que précédemment est un espace vectoriel sur R dont
I’élément neutre est le polynome nul.

Exemple 7. Soit m et n deux entiers naturels non nuls. L'ensemble ., ,,,(K) des matrices de
taille n x m a coefficients dans K muni des opérations :
1. pour tout A = (a;;) € My m(K) et tout B = (b;;) € My m(K), A+ B = (a;j + b j);
2. pour tout A = (a; ;) € Mym(K) et tout A € K, AA = (Aa; ;) ;

est un espace vectoriel sur K dont 1’élément neutre est la matrice nulle 0, ,,.



Exemple 8. L’ensemble des vecteurs du plan muni des opérations vues au lycée est un espace
vectoriel sur R dont I’élément neutre est le vecteur nul.

Exemple 9. L’ensemble R des nombres réels muni de 1'addition et de la multiplication usuelles
est un espace vectoriel sur R dont 1’élément neutre est le nombre 0.

Exemple 10. L’ensemble C des nombres complexes muni de l'addition et de la multiplication
usuelles est un espace vectoriel sur C dont 1’élément neutre est le nombre 0. Il peut également
étre vu comme un espace vectoriel sur R. Il s’agit dans les deux cas du méme ensemble mais pas
du méme espace vectoriel (car 'ensemble des scalaires n’est pas le méme donc la multiplication
par un scalaire n’est pas la méme dans les deux cas).

Exemple 11. Les ensembles F suivants, munis des opérations usuelles, sont-ils des espaces
vectoriels sur K 7

1. FE=Zsur K =R;
2. E={ze€C||z|=1}sur K =C;

3. E est 'ensemble des matrices nilpotentes de .#5(R) c¢’est-a-dire
E= {M S %2<]R) | dp e N*, MP = 02}

sur K = R.
4. F =R sur K =C.

Solution.

l.v=1€Fet A= % € R mais \v = % x1= % ¢ E donc E n’est pas un R-espace vectoriel.

2.0:1€Eet)\:%€(Cmais)\v:
R-espace vectoriel.
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3. Considérons les matrices A = (8 é) et B = ((1) 8) Alors, A? = B? = 0, donc A

10
C? = I,. Soit p € N*. Si p est pair alors il existe un entier m € N* tel que p = 2m et
donc C? = C?™ = (C*)™ = II" = I, # 0 et, si p est impair, il existe un entier m € N tel
que p = 2m + 1 donc CP = C?"t = (C?)™ x C' = I" x C = C # 0,. Ainsi, pour tout
p € N*, CP # 05 donc C' ¢ E. Ainsi, F n’est pas un R-espace vectoriel.

4. v=1€eFet A=1€Cmais \v=ix1=1i¢ F donc F n’est pas un C-espace vectoriel.

et B appartiennent a E. Considérons la matrice C' = A+ B. Alors, C' = (O 1) donc

II. — Sous-espaces vectoriels

— Définition 12 ~
Soit E un K-espace vectoriel. Un sous-espace vectoriel de E est une partie F' de F telle
que :

1. Og € F';

2. F est stable pour I'addition c’est-a-dire, pour tout (u;v) € F? z+y € F;

3. F est stable pour le produit par un scalaire c’est-a-dire, pour tout v € I’ et tout
ANe K, \weEF.




Exemple 13.

1. R[X] est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel F (R, R).

2. Pour tout n € N, R,[X] est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel R[X].
3. Pour tout K-espace vectoriel E, {Og} est un sous-espace vectoriel de FE.
4

. R est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel C.

[ Théoréme 14 ]

l Soit E un K-espace vectoriel. Un sous-espace vectoriel F' de E est un K-espace vectoriel.

Démonstration. Comme F' est un sous-espace vectoriel de F, O € F' et F' est stable par somme
et par produit par un scalaire. De plus, I'addition étant commutative et associative dans F, elle
I'est également dans F'. De méme, Op étant neutre pour ’addition dans F, il est neutre pour
I'addition dans F'. Si v € F alors, comme F' est stable par produit par un scalaire, (—1) -v € F'
c’est-a-dire, d’apres le point 4. de la Remarque 2, —v € F'. La multiplication étant distributive
sur la somme et associative dans F, elle I’est aussi dans F' et, enfin, pour tout v € F, v € E
donc 1-v =wv.

Ainsi, F' est bien un espace vectoriel. O

Remarque 15. L’intérét du théoreme précédent réside dans le fait que pour montrer qu'une partie
F d’un espace vectoriel E est aussi un espace vectoriel, il n’est pas nécessaire de vérifier tous les
axiomes de la définition mais seulement les propriétés O € F', F est stable pour ’addition et
F' est stable pour la multiplication par un scalaire. Dans la pratique, on peut méme montrer
ces deux stabilités d’un seul coup en montrant que, pour tout A\ € K et tout (u;v) € F?
Au+veF.

Exemple 16. Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels sur R.
1. i ={(z;y;2) €R® |z —2y+32=0}.
2. ih={Ae#,(R)|'A= A}
3. Fj3 est 'ensemble des solutions de I’équation différentielle y' 4+ 3y = 0.

Solution.

1. Montrons que Fj est un sous-espace vectoriel de R?. Par définition, F; C R3. De plus,
0—2x0+4+3x0=0donc (0;0;0) € Fy. Soit ug = (z1;y1;21) et ug = (x9;ys; 22) deux
éléments de F et A € R. Alors, par définition, 1 — 2y; + 321 =0 et 29 — 2yp + 325 = 0
donc

(Ar1+22) —2(Ay1 +y2) +3(Az1+22) = A1 —2y2+321) + (22— 2y2+322) = Ax0+0=10

donc \u; + ug € Fi.
Ainsi F est un sous-espace vectoriel de R? donc F} est un espace vectoriel.

2. Montrons que F» est un sous-espace vectoriel de .#,,(R). Par définition, Fy, C .#,(R) et
0,, = 0,, donc 0,, € F5. Soir A et B deux éléments de F, et A € R. Alors, par propriétés
de la transposition,

'ANA+B)="\A)+'B=XNA+'B=)XA+B

car ‘A = A et 'B = B. Ainsi, MA + B € F, donc F; est un sous-espace vectoriel de
M, (R). En particulier, F; est un espace vectoriel sur R.



3. Montrer que Fj est un sous-espace vectoriel de .# (R, R). Par définition, F3 C .#(R,R)
et, de plus, si f est la fonction nulle alors f” est également nulle donc f/+3f = 0 et ainsi
f € F3. Considérons deux éléments f et g de F3 et A € R. Alors,

Af+9) +30F4+9) =M +¢ +3M +3g=A[f"4+3f)+ (¢ +39) =Ax0+0=0

donc \f + g € F3. Ainsi, Fy est un sous-espace vectoriel de .# (R, R) et donc F3 est un
espace vectoriel.

[ Propriété 17 ]

Soit E un espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors, F'N G est un
sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Par définition, O € F et O € GG donc 0 € FFN G. Soit u et v deux éléments
de FNG et A € K. Alors, u et v appartiennent a F' donc, comme F est un sous-espace vectoriel
de E, \u+v € F. De méme, u et v sont dans G donc Au+ v € G. Ainsi, A\u +v € F NG donc
F' N G est sous-espace vectoriel de E. O

Exemple 18. Montrer que G = {(z;y;2) € R® | —z +y — 22 = 0} est un sous-espace vectoriel
de R3 et en déduire que H = {(z;y;2) e R3 |z —2y+32=0et —x+y — 22 =0} est un
espace vectoriel.

Solution. Montrons que G est un sous-espace vectoriel de R3. Par définition, G C R3. De
plus, =0+ 0 —2 x 0 = 0 donc (0;0;0) € G. Soit u; = (z1;y1;21) et ug = (xr9;ys; 22) deux
éléments de G et A € R. Alors, par définition, —z; +y; — 221 = 0 et —z5 + yo — 229 = 0 donc

—(>\$1 +l‘2) + ()\yl —|—y2) — 2()\21 +ZQ) = )\(—l’l +y2 — 221) + (—.TQ +y2 — 222) =Ax04+0=0

donc \u; + uq € G.
Ainsi G est un sous-espace vectoriel de R?. On remarque que

H={(z;y;2) eR* |z -2y+32=0et —v+y—2:=0}=FNG

donc, comme F; et G sont des sous-espaces vectoriels de R3, H est un sous-espace vectoriel de
R. En particulier, H est un espace vectoriel.

& En général, 'union de deux sous-espaces vectoriels n’est pas un espace vectoriel.

Exemple 19. Montrer que UG = {(z;y;2) €R? |z -2y +32=00u —x+y —22 =0}
n’est pas un espace vectoriel.

Solution. On peut remarquer que v = (2;1;0) € F; donc u € F; UG. De méme, v =
(1;1;0) e Gdoncwv € F1UG. Or, u+v =(3;2;0) et, d'une part, 3—2x2+3x0=—-1+#0
donc u+wv ¢ F et, d’autre part, —=3+2—-2x0=—1#0donc u+v ¢ G. Ainsi, u+v ¢ F;UG
donc F} UG n’est pas un espace vectoriel.



III. — Familles de vecteurs et sous-espaces engendrés

1) Familles de vecteurs

Définition 20

Soit E un K-espace vectoriel et p € N*. Un p-uplet F = (vy, g, ..., v,) d’éléments de E est
appelé une famille de p vecteurs de E.

Exemple 21.
1. ((1;0;1),(051;2),(4;—-1;1),(1;1;—1)) est une famille de 4 vecteurs de R3.
2. (cos,sin) est une famille de 2 vecteurs de .# (R, R).

3. (1, X, X?) et une famille de 3 vecteurs de Ry[X].

— Définition 22 ~

Soit E un K-espace vectoriel et F = (v, v, ..., v,) une famille de p vecteurs de E. Une
combinaison linéaire de vecteurs de F est une somme de la forme

p
Z /\kvk.
k=1

ol Ay, Ag, ..., A, sont des scalaires.
Le nombre A;, Az, ..., A, sont appelés les coefficients de la combinaison linéaire.
Exemple 23.

1. Dans le R-espace vectoriel C, tout vecteur est combinaison linéaire de 1 et de i.

2. Dans R? u = (2;1;—2) est combinaison linéaire de vy = (1;0;1) et vy = (0;1;—4) car
u = 201 + vs.

3. Dans Ry[X], P = 2X? — X + 2 est combinaison linéaire de P, = 1, P, = X + 1 et
P;=X?24+X+1car P=2P; — 3P, + 3.

[ Propriété 24 ]

de E.

l Soit £ un K-espace vectoriel. Toute combinaison linéaire de vecteurs de E est un vecteur ]

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le nombre de vecteurs de la famille. Si la famille
contient un seul vecteur, alors la combinaison linéaire est de la forme \v avec A € K et v € E
donc, par définition, elle appartient a E.

Soit p € N*. On suppose que toute combinaison linaire d'une famille de p vecteurs de F

p+1
appartient & £. Considérons une famille (v, va, ..., Vp, Upt1) de p+1 vecteurs de E et S = Z AL U
k=1
p P
une combinaison linéaire de ces vecteurs. Alors, S = Z AUk 4+ App1Upt1. Or, Z AUk est une
k=1 k=1
combinaison linéaire des p vecteurs vy, vy, ..., v, donc, par hypothese de récurrence, elle appartient

a I et, par définition, v,41 € E donc, par stabilité de E par produit par un scalaire et par

p
somme, Z AUk + Apr1Upy1 € E. Ainsi, S € E.
k=1



Par le principe de récurrence, on a montré que toute combinaison linéaire de vecteurs de E
est un vecteur de E. O

Remarque 25. En particulier, si vy, v, ..., v, appartiennent tous a un sous-espace vectoriel [’ de
E alors toute combinaison linéaire de ces vecteurs appartient également a F'.

2) Sous-espace engendré par une famille de vecteurs

Théoréme et définition 26

Soit E un K-espace vectoriel et F = (vy,vg, ..., v,) une famille de vecteurs de E. L’ensemble
des combinaisons linéaires des vecteurs de F est un sous-espace vectoriel de E appelé le
sous-espace engendré par F. On le note Vect(vy, vs, ..., v,) ou Vect(F).

Démonstration. Notons F' I’ensemble des combinaisons linéaires de F. Par la propriété précé-
dente, ' C E. De plus, O = Ovy + 0vg + - - - 4+ 0v,, donc Og € F'. Soit u et v’ deux éléments de

p
F et p € K. Par définition, il existe des scalaires i, ..., Ay, A}, ..., A tels que u = Z e et

k=1
p
u' =) Nvg. Ainsi,
k=1
p p p p p p
pu+u =g (Z Akvk> NV =D pAoe + > N = Y et + Ao = Y (ks + A vk
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
donc pu + u' est une combinaison linéaire des vecteurs vy, va, ..., v, donc pu +u' € F.
Ainsi, F' est un sous-espace vectoriel de E. O

Remarque 27.
1. On a donc Vect(vy, va, ..., vp) = {101 + Xava + - - + Xpv, | (A1, A, .os Ap) € KP}
2. Si vy, ..., v, appartiennent a un sous-espace vectoriel F' de E alors Vect(vy, ...,v,) C F.

3. Un espace engendré par un vecteur non nul est appelé droite vectorielle.

Exemple 28.
1. En tant que R-espace vectoriel, C = Vect(1,1).

2. L’ensemble des solutions de 'équation différentielle y” + y = 0 est Vect(cos, sin).

Exemple 29.
1. Dans R[X], déterminer Vect(1, X, X2, X3).
2. Montrer que Fy = {(a+2b;a — b;—3a+ 5b) | (a;b) € R?*} est un sous-espace vectoriel
de R3.

Solution.

1. Vect(1, X, X2, X3) = {a + bX + X%+ dX? | (a,b,c,d) € R*} donc, par définition,
Veet(1, X, X2, X3) = R, [X].

2. On peut remarquer que
Fy={a(1;1;=3) +b(2;-1;5) | (a;b) € R*} = Vect((1:1;-3),(2; ~1;5))

donc F} est un espace vectoriel. Plus précisément, il s’agit du sous-espace vectoriel de R3
engendré par les deux vecteurs u = (1;1;—3) et v = (2;—1;5).



IV. — Familles libres, familles génératrices, bases

1) Familles libres

— Définition 30 N

Soit £ un K-espace vectoriel et F = (vq, g, ..., v,) une famille de vecteurs de E.

e On dit que F est une famille libre si
p
V(A1, Ay ooy Ap) € KP Z MUk = 0p <= (A1, A2, .., Ap) = (0,0, ...,0).
k=1

Autrement dit, une famille est libre si la seule combinaison linéaire de ses vecteurs
qui soit nulle est la combinaison dont tous les coefficients sont nuls.

e Si la famille F n’est pas libre, on dit qu’elle est liée.

. J

Exemple 31.
1. Montrer que (1, X, X?) est une famille libre de Ro[X].
2. Montrer que (X2 + X +1,X? — X + 1, X%+ X — 1) est une famille libre de R[X].
3. Montrer que (cos,sin) est une famille libre de .# (R, R).
4. Montrer que ((0,1),(1,1),(1,2)) est une famille liée de R

Solution.

1. Considérons trois réels a, b et c tels que a x 1 +bX + cX? = 0i.e. cX? +bX +a est le
polynéme nul. Par théoréme, on en déduit que a = b = ¢ = 0 donc la famille (1, X, X?)
est libre.

2. Considérons deux réels a et b tels que a cos +bsin soit la fonction nulle. En particulier,
acos(0) + bsin(0) = 0 donc @ = 0 et acos(3) + bsin(5) = 0 donc b = 0. Ainsi, a =b =0
donc (cos, sin) est une famille libre.

3. On peut remarquer que (0,1) + (1,1) — (1,2) = (0,0) donc il existe une combinaison
linéaire nulle de (0,1), (1,1) et (1,2) dont les coefficients ne sont pas tous nuls ce qui
montre que ((0,1),(1,1),(1,2)) est une famille liée.

Remarque 32. Toute famille de vecteurs contenant Og est liée car 1-0g = Op.

Propriété 33

Soit E un K-espace vectoriel et u et v des vecteurs de E.
1. La famille (u) est libre si et seulement si u # Op.

2. La famille (u, v) est libre si et seulement si u et v ne sont pas colinéaires c¢’est-a-dire
si et seulement si, pour tout réel A\, u # v et v # Au.

Démonstration.

1. Siu=0galors 1-u=0g et 1 # 0 donc (u) est liée. Réciproquement, suppose que (u) est
liée. Alors, il existe A # 0 tel que A-u = Og et donc (point 4. de la Remarque 2), u = Og.
Ainsi, (u) est liée si et seulement si v = 0 donc (u) est libre si et seulement si u # Og.



2. Si (u,v) est liée alors il existe deux réels non tous les deux nuls a et b tels que au+bv = 0.
Sia # 0 alors u = —gv donc en posant A = —2 = Av. Sinon, b # 0 et alors
v = —7u donc, en posant A = —%, v = Au. Ainsi, u et v sont colinéaires. Réciproquement,
si u et v sont colinéaires, alors soit v = Av donc u — Av = O donc (u,v) est liée
(puisque (1,—X) # (0,0)) soit v = Au donc —Au + v = 0 donc (u,v) est liée (puisque
(=, 1) # (0,0)). Ainsi, (u,v) est liée si et seulement si v et v sont colinéaires donc (u,v)
est libre si et seulement si v et v ne sont pas colinéaires.

O

Remarque 34. Si (u,v) est une famille libre d’un espace vectoriel E alors Vect(u,v) est appelé
un plan vectoriel. Ainsi, I'ensemble des solutions de I’équation différentielle v 4+ y = 0 est le
plan vectoriel engendré par cos et sin.

[ Propriété 35

Soit F un K-espace vectoriel et F une famille de vecteurs de E. La famille F est libre si et
seulement si aucun vecteur de F n’est combinaison linéaire des autres vecteurs de F.

Démonstration. Ecrivons F = (vq,vg, ..., vp,). SI F est liée alors il existe des scalaires Aj, Ao, ...,

p
Ap non tous nuls tels que Z AUk = 0. Quitte a modifier 'ordre des vecteurs, on peut supposer
k=1
1 & P py s o
que Ay # 0. Alors, v; = W Z)\kvk = Z W v, donc vy s’écrit comme combinaison
L =2 k=2 1

linéaire des autres vecteurs de F.
Inversement, si I'un des vecteurs de F s’écrit comme combinaison linéaire des autres vecteurs
de F, quitte a mod1ﬁer I’ordre, on peut supposer qu’il s’agit de vy. Alors, il existe des scalaires Ao,

, Ap tels que vy = Z M\pUp et donc vy — Z Ak = 0p. Comme (1, —Xg, ..., —A,) # (0,0, ...,0),
k= k=2
on en déduit que F est liée.

Ainsi, F est liée si et seulement si I'un des ses vecteurs est combinaison linéaire des autres
donc F est libre si et seulement si aucun de ses vecteurs n’est combinaison linéaire des autres.
O]

Remarque 36. On en déduit qu’'une famille est liée si et seulement si on peut écrire un de ses
vecteurs comme combinaison linéaire des autres vecteurs.

— Méthode 37 N

e Pour montrer qu’une famille est libre, on écrit une combinaison linéaire nulle et on
montre que tous les coefficients sont égaux a 0.

e Pour montrer qu’une famille est liée, on essaie d’exprimer un vecteur en fonction des
autres.

\ N /

Exemple 38. On se place dans .# (R, R). On considére les fonctions
forzr—1 fi:x —> cos(z) et fo : x —> cos(2x).

1. La famille (fo, f1, f2) est-elle libre ?
2. La famille (fy, f2, fo) est-elle libre ?

Solution.



1. Considérons trois réels a, b et ¢ tels que afy + bf1 + cfo = 07r k). Autrement dit, pour
tout réel x, a + bcos(x) + ccos(2z) = 0.
En particulier, pour x = 0, on obtient a + b+ ¢ = 0, pour x = 7, on obtient a — b =0 et
pour x = m, on obtient a — b+ ¢ = 0. Ainsi,

a+b+c=0 L, a+b+c=0 I, a=0
a—b=0 Ly <= <{-2b—c=0 Lo+ Lo—Li & <(b=0
a—b+c=0 Lg —-2b=0 L3<—L3—L1 c=0

Ainsi, a = b= ¢ = 0 donc la famille (fo, f1, f2) est libre.
2. Pour tout réel z, cos(2x) = 2cos?(x) — 1 donc fo = 2f2 — fo et ainsi (fy, f1, fo) est liée.

Propriété 39

Soit £ un K-espace vectoriel, F une famille de vecteurs de E et G une famille obtenue a
partir de F en enlevant éventuellement des vecteurs. Si F est libre alors G est libre.

Démonstration. Supposons que F = (vy, Vs, ..., Vp) et, quitte a renuméroter, on peut supposer

m
que G = (v1, Vg, ..., Uy,) avec m < n. Soit A1, Ag, ..., Ay, des scalaires tels que Z Avr = 0. Alors,
k=1
n
en posant A\, 1 =--- =\, =0, on a toujours Z AU = 0. Comme F est libre, on en déduit
k=1
que tous les Ay sont nuls et, en particulier, Ay = XAy = --- = \,, = 0 donc G est libre. O

2) Familles génératrices

— Définition 40 N

Soit £ un K-espace vectoriel et F une famille de vecteurs de F. On dit que F est une
famille génératrice (de E) si E = Vect(F).
Autrement dit, une famille (vy,vs,...,v,) de vecteurs de E est génératrice si, pour tout

p
vecteur v € E, il existe (A1, Aa, ..., Ap) tel que v = > Ay
k=1

\ N /

Exemple 41.
1. Déterminer une famille génératrice de Ry[X].
2. Déterminer une famille génératrice de #,(R).
3. Déterminer une famille génératrice de Fy = {(z;y;2) € R® | z — 2y + 32 = 0}.

Solution.
1. Tout P € Ry[X] s’écrit sous la forme a + bX + cX? avec (a;b;c) € R done (1, X, X?)
est une famille génératrice de Ry[X].

2. Toute matrice M € #,(R) s’écrit sous la forme M = (Z b) avec (a,b,c,d) € R* i.e.

d
1 0 01 0 0 0 0
weas DnS et 9 +al2 )

: 10 0 1 0 0 0 0 : I
donc la famille ((O 0) , (0 0) , (1 0) , (0 1)) est une famille génératrice de My (R).



3. Par définition,
Fy={(z;y;2) eR® | v =2y + 3z}
= {2y +3z;y;2) | (y;2) €R?}
={y(2;1;0)+2(3;0;1) | (y;2) € R*}
= Vect((2;1;0),(3;0;1))
donc ((2;1;0),(3;0;1)) est une famille génératrice de F}.

Remarque 42. Par définition, une famille de vecteurs F est génératrice de ’espace vectoriel
Vect(F).

Propriété 43

Soit E un K-espace vectoriel, F une famille de E' et G une famille obtenue a partir de F en
ajoutant éventuellement des vecteurs. Si F est génératrice alors G est génératrice.

Démonstration. Supposons que F = (v1,0a,...,0,) €t que G = (U1, V2, ..., Up, Upt1, Upy) avec

m = n. 801t x € E. Alors, comme F est génératrice, il existe des scalaires )\1, Ao, oy Ay tels

que x = Z ApUg. Alors, en posant A\, 1 = = A\, = 0, on a toujours x = Z Av done G est
k=1 k=1

génératrice. O

3) Bases

Définition 44

Soit F un K-espace vectoriel. On dit qu’une famille de vecteurs F de E est une base de F
si F est a la fois libre et génératrice de E.

Exemple 45.
1. Déterminer une base Ry[X].
2. Déterminer une base My (R).
3. Déterminer une base de Fy = {(z;y;2) € R® |z — 2y + 32 = 0}.

Solution.

1. On a vu dans I'exemple 31 que (1, X, X?) est une famille libre et, dans 'exemple 41 que
(1, X, X?) est une famille génératrice de Ry[X]. Ainsi, (1, X, X?) est une base de Ry[X].

2. On a vu dans I'exemple 41 que F5 = ((é 8) , (8 (1)> , (? 8> , (8 ?)) est une famille

génératrice de My(R). De plus, si a, b, ¢ et d sont des réels tels que

10 01 0 0 0 0
oy o) +o (0 o) el o) +alo 3) =0

alors (CCL 2) =0y donc a =b=c=d =0 et ainsi la famille F, est libre. On conclut que

F est une base de #5(R).

3. On a vu dans 'exemple 41 que F3 = ((2;1;0),(3;0;1)) est une famille génératrice de F}.
Soit a et b deux réels tels que a (2;1;0)+b(3;0;1) =(0;0;0). Alors (2a 4+ 3b;a;b) =
(0;0;0) donc @ = b = 0 et ainsi F3 est libre. On conclut que F3 est une base de F.



Théoréme 46

Soit £ un K-espace vectoriel et F une famille de vecteurs de E. Alors, F est une base de
si et seulement si tout vecteur de E s’écrit de maniere unique comme combinaison linéaire
des vecteurs de F.

Autrement dit, une famille (vq, vo, ..., v,) de vecteurs de E est une base de E si et seulement
si, pour tout vecteur v de E, il existe un unique p-uplet (A1, Ao, ..., A,) € K? tel que

p
V= Z )\k’ljk.
k=1

Démonstration. Supposons que F = (vy, v, ..., v,) soit une base de E. Alors, en particulier, F

p
est génératrice donc, pour tout x € I, il existe des scalaires A;, Ag, ..., A, tels que x = Z ApUk.
k=1

P P P
Supposons qu'il existe des scalaires 11, 12, ..., 11, tels que z = Z (iU, Alors, Z AU = Z Uk
k=1 k=1 k=1
P P P
donc Z ALV — Z vy = Op i.e. Z()\k — pg)vr = 0. Comme F est libre, on en déduit que
k=1 k=1 k=1
P
pour tout k € [[1,p], A\x — pr = 0 donc Ay = pg. Ainsi, I'écriture z = Z AxUp est unique.

k=1
Réciproquement, supposons que F = (vy, vg, ..., v,) soit une famille de vecteurs de E telle

que tout vecteur v € E s’écrive de facon unique comme combinaison linéaire des vecteurs de F.
Ainsi, tout vecteur de E est une combinaison linéaire des vecteurs de F donc F est génératrice.

p P p
De plus, si A1, Ag, ..., A, sont des scalaires tels que Z v = O alors Z AU = Z Ovy donc,
k=1 k=1 k=1
par unicité de la décomposition, pour tout k € [1,p], Ax = 0 donc F est libre. Ainsi, F est une

base de E.

On a donc bien montré I’équivalence annoncée. O

Exemple 47. La famille (1, X, X2, X3) est une base de R3[X] car, par théoréme, tout polynéme
de degré inférieur ou égal a 3 s’écrit de maniére unique sous la forme aX?3 + bX? + cX + d avec
(a,b,c,d) € R* c’est-a-dire comme combinaison linéaire de 1, X, X? et X3.

V. — Espaces vectoriels de dimension finie

1) Définition

Définition 48

On dit qu'un K-espace vectoriel £ est de dimension finie s’il admet une base (finie) ou
s'il est réduit & {Og}.

Exemple 49. Les espaces Ro[X], My(R) et F} sont des espaces de dimension finie. En revanche,
les espaces R[X] et .# (R, R) ne sont pas de dimension finie.



[ Théoréme et définition 50

Soit F/ un K-espace vectoriel E de dimension finie. Alors, toutes les bases de E ont le méme
cardinal. Ce nombre est appelé la dimension de E. On le note dim(E).

Ce théoreme est admis.

2) Exemples a connaitre

Exemple 51. Soit n € N*. La famille ((1,0,...,0), (0, 1,0,...0), ..., (0,0, ..., 1)) est une base de
K™ appelée la base canonique de K. On en déduit que dim(K™) = n.

Exemple 52. Soit n € N. La famille (1, X, X?,..., X") est une base de R,,[X] appelée la base
canonique de R,[X]. On en déduit que dim(R,,[X]) =n + 1.

Exemple 53. Soit n et m deux entiers naturels. Pour tout (i;j) € [1,n] x [1, m], on définit la
matrice élémentaire F; ; comme la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient
d’indices i et 7 qui vaut 1 :

‘eme

J

colonne
00 ---0 ---0
00 ---0 --- 0

B | gt |
ligne

00 ---0 ---0

La famille (E11, E12, ..., Enty B2y ooy Eay ooy By ooy B est une base de 4, ,,(K) appe-
lée base canonique de 4, ,,(K). On en déduit que dim (.4, ,,(K)) =n x m.

Remarque 54. Les espaces vectoriels de dimension 1 sont les droites vectorielles et les espaces
vectoriels de dimension 2 sont les plans vectoriels.

3) Liens entre dimension, famille libre et famille génératrice

' M

Propriété 55

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n et F une famille de p vecteurs de E.
1. Si F est libre alors p < n.
2. Si F est génératrice alors p > n.

3. Si p=n alors il y a équivalente entre

o F est libre o F est génératrice e F est une base.

Cette proposition est admise.



Remarque 56. Soit E un espace vectoriel de dimension n.

1. Une famille de p vecteurs avec p > n est liée et une famille de p vecteurs avec p < n n’est
pas génératrice.

2. Pour montrer qu’une famille de n vecteurs de F est une base, il suffit de montrer qu’elle
est libre ou qu’elle est génératrice.

Exemple 57.

1. Justifier que By = (X2 + X +1, X2 - X + 1, X? 4+ X — 1) est une base de Ry[X].

2. Justifier que By = ((1,1),(1,0)) est une base de R2.

Solution.

1. On a vu dans 'exemple 31 que B; est une famille libre de Ry[X]. Or, le nombre de
vecteurs de cette famille est égal a la dimension de Ry[X] donc B; est une base de Ry[X].

2. Montrons que By est libre. Soit a et b deux réels tels que a(1,1) + b(1,0) = (0,0). Alors,

(a+b,a) = (0,0) donca+b=0etb=0 et ainsi a = b = 0. Des lors, la famille B, est
libre et comme dim(R?) = 2, on conclut que By est une base de R

4) Dimension d’un sous-espace

Propriété 58

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E.

1. F est un espace vectoriel de dimension finie et dim(F') < dim(E).
2. Si dim(F) = dim(F) alors F' = E.

Démonstration.

1.

Si F'= {0} alors F' est de dimension finie et dim(F') = 0 < dim(F).

Supposons F' # {0}. Alors, 'ensemble .Z des familles libres de F' est non vide. Considérons
I’ensemble .4 des nombres de vecteurs des éléments de £ c’est-a-dire ’ensemble des
nombres de vecteurs des familles libres de F'. Alors, .4 est une partie non vide de N et
elle est majorée par n d’apres la proposition 55. Ainsi, elle admet un plus grand élément
m. Considérons alors une famille (vy,vs,...,v,) € £ de m vecteurs. Soit x € F. La
famille F = (v1,vg, ..., U, ) est une famille de m + 1 vecteurs de F' donc, par maximalité
de m, cette famille est liée. Ainsi, il existe des scalaires non tous nuls Ay, Ag, ..., A, €t
A tels que \jvg + -+ Ao + A =0g. Si A =0, on a \jvg + -+ + A\, = 0g donc,
comme F est libre, Ay = Ay = -+ = A\ = 0 ce qui contredit le fait que A;, A9, ..., A\,
et A sont non tous nuls. Ainsi, A # 0 et donc x = —% — = ’\vam donc F est une
famille génératrice de F'. Comme F est libre, on en déduit que F est une base de F' donc
dim(F) = m. Or, m < n = dim(F) donc F est de dimension finie et dim(F') < dim(E).
Supposons que dim(F) = dim(E). Alors, F est une famille libre de vecteurs de E
contenant m = dim(F) vecteurs dont F est une base de E d’apres la propriété 55. On en
déduit que E = Vect(F) = F.

[]



VI. — Représentation matricielle et rang d’une famille
de vecteurs

1) Représentation matricielle d’une famille de vecteurs dans une base

On consideére un K-espace vectoriel E de dimension finie n et une base B = (eq, e, ..., €,) de
E.
Par théoreme, tout vecteur v de E peut s’écrire de maniere unique sous la forme

V= Aep + Aeq + -+ e,

— Définition 59 N

Avec les notations précédentes,

1. Les scalaires A, Ao, ..., A, sont appelés les coordonnées de v dans la base B.
A1
A2 . ,

2. la matrice colonne | | | est appelé la matrice des coordonnées v dans la base
An

B et on la note Matg(v).

3. Si F = (v1,v9,...,vp) est une famille de p vecteurs de E, on appelle matrice de F
dans la base B et on note Matg(F) la matrice de ., ,(K) telle que, pour tout
J € [1,p], la j-éme colonne de Matg(F) est égale a la matrice colonne Matg(v;).

. J

Exemple 60.

1. Déterminer la matrice de la famille 7} = (X? 44X — 1, X + 1) dans la base canonique
Bean de Ry[X] puis dans la base By de 'exemple 57.

2. Déterminer la matrice de la famille 7, = ((—1,3), (7, —2)) dans la base canonique Beay
de R? puis dans la base By de 'exemple 57.

Solution.

1. La base canonique de Ry[X] est Bean(1, X, X?). Or, X2 +4X — 1= (—1)1 +4X + 1X?
et X +1=11+1X + 0X? donc

—1 1
10

2. La base canonique de R? est ((1,0),(0,1)). Or, (—1,3) = (—1)(1,0) + 3(0,1) et (7, —2) =
7(1,0) + (—2)(0,1) donc

-1 7
Mat[gcan(fg) == ( 3 2)

Par ailleurs, By = ((1,1),(1,0)). Or, (=1,3) = 3(1,1)+(—=4)(1,0) et (7, —=2) = (=2)(1,1)+
9(1,0) donc

-3 -2
Mathan (JTQ) == (_4 9 >



2) Rang d’une famille de vecteurs

Définition 61

Soit E un espace de dimension finie et F une famille de vecteurs de F. On appelle rang de
F et on note rg(F) la dimension de Vect(F).

Remarque 62. Si la famille F est libre alors c¢’est une base de Vect(F) donc rg(F) = Card(F).

Théoréme 63

Soit F un espace vectoriel de dimension, F une famille de vecteurs de E et B une base de
E. Alors,
rg(F) = rg(Matp(F)).

Ce théoréme est admis.

Remarque 64. Autrement dit, la dimension de 'espace engendré par une famille de vecteurs est
égale aux nombres de pivots de la matrice de cette famille dans n’importe quelle base de F.

Exemple 65. Déterminer de deux fagons différentes le rang de la famille de Ry[X] :
F=X*-X+1,2X*+ X +2,(X +1) 3X)

Solution.
Méthode 1. La matrice F dans la base canonique de Ry[X] est

1 21
-1 1 2
1 21

o w o

Or, par la méthode du Pivot de Gauss, la rang de cette matrice est le méme que celui de

0

2 1
0 (3] 3 3| La Lo+ 1Ly
0 0 00

donc le rang de la matrice est 2 et ainsi rg(F) = 2.

Méthode 2. Comme Vect(F') est un sous-espace de Ry[X], il est de dimension au plus
dim(R,[X]) = 3. On remarque (X? — X + 1,3X) est une famille libre car si a et b sont deux
réels tels que a(X? — X + 1) + b(3X) = 0 alors aX? + (3b —a)X +a = 0 donc a = 0 et
3b—a = 0 et ainsi @ = b = 0. De plus, on remarque 2X? + X +2 = 2(X? -z + 1) + 3X et
(X +1?=X?+2X+1=X?—-2X +1+3X. Ainsi, 2X? + X + 2 et (X + 1)? appartiennent &
Vect(X? — X +1),3X) donc Vect(F) = Vect(X? — X +1),3X). Ainsi, (X? — X +1,3X) est
une base de Vect(F) donc dim(Vect(F)) = 2 et donc, par définition, rg(F) = 2.



Propriété 66

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et F = (vy, va, ..., v,) une famille de vecteurs
de E.

1. F est libre si et seulement si rg(F) = p;
2. F est génératrice si et seulement si rg(F) = dim(F)

3. F est une base si et seulement si rg(F) = p = dim(E).

Démonstration.

1. Supposons que F est libre. Alors, F est une base de Vect(F) donc p = dim(Vect(F)) =
rg(F).
Réciproquement, supposons que p = rg(F). Alors, dim(Vect(F)) = p donc, puisque F
est génératrice de Vect(F), d’apres la propriété 55, F est libre.

2. Supposons que F est génératrice. Alors, Vect(F) = E donc rg(F) = dim(Vect(F)) =
dim(F).
Réciproquement, supposons que rg(F) = dim(£). Alors, dim(Vect(F)) = dim(FE) donc,
comme Vect(F) C E, d’apres la propriété 58, Vect(F) = E donc F est une famille
génératrice de F.

3. D’apres les deux points précédentes, F est une base si et seulement si rg(F) = p et
rg(F) = dim(F) donc si et seulement si rg(F) = p = dim(E).

[

Exemple 67. Démontrer que, quels que soient les éléments a, b, ¢, d, e et f de K, la famille
((1,a,b,¢),(0,2,d,e),(0,0,3, f),(0,0,0,4)) est une base de K*.

Solution. Soit a, b, ¢, d, e et f des éléments de K. La matrice de la famille considérée dans
la base canonique de K* est

1 0 0 0
a 2 0 0
M_deO
c e [ 4

Il s’agit d’une matrice triangulaire inférieure dont les quatre coefficients diagonaux sont non
nuls. Deés lors, M est inversible donc rg(M) = 4. Ainsi, le rang de la famille est 4 qui est égal a
la dimension de K* donc cette famille est une base de K*.



