¢ Chapitre 2. Espaces vectoriels

Dans toute la suite, K désigne R ou C et les éléments de K (les réels ou les complexes selon
le cas) seront appelés les scalaires.

I. — Définition et exemples

1) Définition

— Définition 1 N
Un espace vectoriel sur K (ou un K-espace vectoriel) est un ensemble muni de deux
opérations :
1. une addition, notée +, telle que

a. pour tout (u;v) € E*, u+v € E;

b. pour tout (u;v) € E? u+v = v+ u (I'addition est commutative)

c. pour tout (u;v;w) € B3 (u+v)+w =u+ (v+w) (Iaddition est associative) ;

d

. il existe un élément de E, appelé élément neutre et noté O, tel que, pour tout
veFE v+ 0g=v;
e. pour tout v € FE, il existe un élément de F, appelé opposé de v et noté —uv, tel
que v + (—v) = 0.
2. une multiplication par un scalaire, notée -, telle que :
a. pour tout (A\;v) e K x B, A-v e FE;
b. pour tout (A\;u) € K? et tout (u;v) € E*, A+ p)-v =X v+ pu-v et

A (u+v)=X-u+ X o (distributivité a droite et a gauche de la multiplication
sur l'addition) ;

c. pour tout (A\;pu) € K? et tout v € E, XA+ (u-v) = (M) - v (associativité de la
multiplication par un scalaire) ;

d. pour tout v e E, 1-v=w.

Les éléments de E sont alors appelés des vecteurs.
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Remarque 2.
1. L’élément neutre O est unique et on le note parfois simplement 0.

2. Pour tout v € E, I'opposé de v est unique et on note, pour tout u € E, u — v plutot que
u+ (—v).

3. Dans la pratique, le point de la multiplication par un scalaire est omis : on notera donc
Av plutot que A - v le produit du vecteur v par le scalaire \.

4. On peut montrer que les axiomes précédents impliquent que, pour tout A € K et tout
veFE N-v=0gsietseulement si A\=0ouv=0get A-(—v)=(=A)-v=—(\-v).



2) Exemples a connaitre

Exemple 3. Soit n € N*. L’ensemble K™ des n-uplets d’éléments de K muni des opérations :
1. pour tout (z1, Za, ..., 2,) € K™ et tout (Y1, Y2, .., Yn) € K™, (1,22, ooy Tn)H (Y1, Y2, ooy Yn) =
(T1 + Y1, T2 + Y2, s Tn + Yn)
2. pour tout (z1, g, ...,x,) € K™ et tout A € K, AN(x1, 2, ..., ) = (Ax1, ATa, ..., Axy) ;
est un espace vectoriel sur K dont 1’élément neutre est le n-uplet nul (0,0, ...,0).
Exemple 4. Soit A une partie de R. L’ensemble .# (A, R) = R# des fonctions de A dans R
muni des opérations :
1. pour tout (f,g9) € F(A,R)? f+g:x+— f(x)+g(x);
2. pour tout f € F(A,R) et tout A € R, Af : x — Af(x);

est un espace vectoriel sur R dont 1’élément neutre est la fonction nulle sur A.

Exemple 5. L’ensemble R[X]| des polynémes & coefficients réels muni des opérations :
1. pour tout (P,Q) € R[X|?>, P+ Q : 2+ P(z) + Q(x);
2. pour tout P € R[X] et tout A € R, AP : 2 —— AP(z);
est un espace vectoriel sur R dont 1’élément neutre est le polynéme nul.
Exemple 6. Soit n € N. L’ensemble R,,[X] des polynémes a coefficients réels de degré inférieur

ou égal a n muni des mémes opérations que précédemment est un espace vectoriel sur R dont
I’élément neutre est le polynome nul.

Exemple 7. Soit m et n deux entiers naturels non nuls. L’ensemble .4, ,,,(K) des matrices de
taille n x m a coefficients dans K muni des opérations :
1. pour tout A = (a;;) € My m(K) et tout B = (b;;) € My m(K), A+ B = (a;j + bij);
2. pour tout A = (a;;) € Mpm(K) et tout A € K, NA = (Aa;;);
est un espace vectoriel sur K dont I’élément neutre est la matrice nulle 0,, ,,.

Exemple 8. L’ensemble des vecteurs du plan muni des opérations vues au lycée est un espace
vectoriel sur R dont 1’élément neutre est le vecteur nul.

Exemple 9. L’ensemble R des nombres réels muni de 'addition et de la multiplication usuelles
est un espace vectoriel sur R dont 1’élément neutre est le nombre 0.

Exemple 10. L’ensemble C des nombres complexes muni de ’addition et de la multiplication
usuelles est un espace vectoriel sur C dont 1’élément neutre est le nombre 0. Il peut également
étre vu comme un espace vectoriel sur R. Il s’agit dans les deux cas du méme ensemble mais pas
du méme espace vectoriel (car I’ensemble des scalaires n’est pas le méme donc la multiplication
par un scalaire n’est pas la méme dans les deux cas).

Exemple 11. Les ensembles E suivants, munis des opérations usuelles, sont-ils des espaces
vectoriels sur K 7

1. E=7Zsur K =R;
2. E={2€C||z] =1} sur K =C;

3. E est 'ensemble des matrices nilpotentes de .#5(R) c¢’est-a-dire
FE = {M S %Q(R) | dp € N*, M? = 02}

sur K = R.
4. F =R sur K =C.



II. — Sous-espaces vectoriels

— Définition 12 N
Soit ' un K-espace vectoriel. Un sous-espace vectoriel de F est une partie F' de E telle
que :

1. Op € I';

2. F est stable pour I'addition c¢’est-a-dire, pour tout (u;v) € F? x +y € F;

3. F est stable pour le produit par un scalaire c’est-a-dire, pour tout v € F' et tout
Ae K, \weF.

\ N /

Exemple 13.
R[X] est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel F(R, R).
Pour tout n € N, R, [X] est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel R[X].

Pour tout K-espace vectoriel E, {0} est un sous-espace vectoriel de E.

W=

R est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel C.

Théoréeme 14

Soit E un K-espace vectoriel. Un sous-espace vectoriel F' de E est un K-espace vectoriel.

Remarque 15. L’intérét du théoreme précédent réside dans le fait que pour montrer qu’une partie
F d’un espace vectoriel E est aussi un espace vectoriel, il n’est pas nécessaire de vérifier tous les
axiomes de la définition mais seulement les propriétés O € F', F est stable pour 'addition et
F' est stable pour la multiplication par un scalaire. Dans la pratique, on peut méme montrer
ces deux stabilités d’un seul coup en montrant que, pour tout A € K et tout (u;v) € F?,
Au+veF.

Exemple 16. Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels sur R.
1. Fy ={(z;y;2) €eR® |z —2y+ 32 = 0}.
2. h={Ae #,(R)|'A= A}
3. F3 est I'ensemble des solutions de ’équation différentielle y' 4+ 3y = 0.

Propriété 17

Soit E un espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors, F'N G est un
sous-espace vectoriel de E.

Exemple 18. Montrer que G = {(z;y;2) € R® | —x +y — 22 = 0} est un sous-espace vectoriel
de R? et en déduire que H = {(z;y;2) e R® |z —2y+32=0et —x+y — 2z =0} est un
espace vectoriel.

& En général, 'union de deux sous-espaces vectoriels n’est pas un espace vectoriel.

Exemple 19. Montrer que UG = {(z;y;2) ER? |z —2y+32=00u —xz+y—22=0}
n’est pas un espace vectoriel.



III. — Familles de vecteurs et sous-espaces engendrés

1) Familles de vecteurs

Définition 20

Soit E un K-espace vectoriel et p € N*. Un p-uplet F = (vy, vg, ..., v,) d’éléments de E est
appelé une famille de p vecteurs de E.

Exemple 21.
1. ((1;0;1),(051;2),(4;—-1;1),(1;1;—1)) est une famille de 4 vecteurs de R3.
2. (cos,sin) est une famille de 2 vecteurs de .# (R, R).
3. (1, X, X?) et une famille de 3 vecteurs de Ry[X].

— Définition 22 ~

Soit E un K-espace vectoriel et F = (v, v, ...,v,) une famille de p vecteurs de E. Une
combinaison linéaire de vecteurs de F est une somme de la forme

p
Z /\kvk.
k=1

ol Ay, Ag, ..., A, sont des scalaires.
Le nombre A, Az, ..., A, sont appelés les coefficients de la combinaison linéaire.
Exemple 23.

1. Dans le R-espace vectoriel C, tout vecteur est combinaison linéaire de 1 et de i.

2. Dans R3 u = (2;1;—2) est combinaison linéaire de v; = (1;0;1) et vy = (0;1;—4) car
u = 201 + Us.

3. Dans Ry[X], P = 2X? — X + 2 est combinaison linéaire de P, = 1, P, = X + 1 et
Ps=X?+X +1car P=3P — 3P, +2P;.

[ Propriété 24 ]

de E.

l Soit £/ un K-espace vectoriel. Toute combinaison linéaire de vecteurs de E est un vecteur ]

Remarque 25. En particulier, si vy, v9, ..., v, appartiennent tous a un sous-espace vectoriel F' de
E alors toute combinaison linéaire de ces vecteurs appartient également a F'.

2) Sous-espace engendré par une famille de vecteurs

' 7

Théoréme et définition 26

Soit E un K-espace vectoriel et F = (vy,vg, ..., v,) une famille de vecteurs de E. L’ensemble
des combinaisons linéaires des vecteurs de F est un sous-espace vectoriel de F appelé le
sous-espace engendré par F. On le note Vect(vy, vs, ..., v,) ou Vect(F).




Remarque 27.
1. On a donc Vect(vy, va, ..., vp) = {A\v1 + Xava 4+ - - - + Au, | (A1, A, ..y Ay) € KP}
2. Si vy, ..., v, appartiennent a un sous-espace vectoriel F' de E alors Vect(vy, ...,v,) C F.

3. Un espace engendré par un vecteur non nul est appelé droite vectorielle.

Exemple 28.
1. En tant que R-espace vectoriel, C = Vect(1,1).

2. L’ensemble des solutions de 1'équation différentielle y” + y = 0 est Vect(cos, sin).

Exemple 29.
1. Dans R[X], déterminer Vect(1, X, X2, X3).
2. Montrer que Fy = {(a +2b;a —b;—3a + 5b) | (a;b) € R?*} est un sous-espace vectoriel
de R3.

IV. — Familles libres, familles génératrices, bases

1) Familles libres

— Définition 30 )

Soit £ un K-espace vectoriel et F = (vq, Vg, ..., v,) une famille de vecteurs de E.

e On dit que F est une famille libre si

p
V()\l,)\g, --~7)\p) € K? Z)\kvk =0 <— ()\1,)\2, ...,)\p) = (0,0, ,O)
k=1

Autrement dit, une famille est libre si la seule combinaison linéaire de ses vecteurs
qui soit nulle est la combinaison dont tous les coefficients sont nuls.

e Si la famille F n’est pas libre, on dit qu’elle est liée.

. J

Exemple 31.
1. Montrer que (1, X, X?) est une famille libre de Ro[X].
(X24+X+1,X?—- X +1,X*+ X — 1) est une famille libre de R[X].
3. Montrer que (cos, sin) est une famille libre de .# (R, R).
4. Montrer que ((0,1),(1,1),(1,2)) est une famille liée de R

2. Montrer que

Remarque 32. Toute famille de vecteurs contenant Og est liée car 1-0g = Op.

( \

Propriété 33

Soit E un K-espace vectoriel et u et v des vecteurs de E.
1. La famille (u) est libre si et seulement si u # Op.

2. La famille (u,v) est libre si et seulement si u et v ne sont pas colinéaires c’est-a-dire
si et seulement si, pour tout réel A\, u # v et v # Au.

Remarque 34. Si (u,v) est une famille libre d’'un espace vectoriel E alors Vect(u,v) est appelé
un plan vectoriel. Ainsi, ’ensemble des solutions de 1’équation différentielle 3y’ +y = 0 est le
plan vectoriel engendré par cos et sin.



Propriété 35

Soit E un K-espace vectoriel et F une famille de vecteurs de E. La famille F est libre si et
seulement si aucun vecteur de F n’est combinaison linéaire des autres vecteurs de F.

Remarque 36. On en déduit qu’'une famille est liée si et seulement si on peut écrire un de ses
vecteurs comme combinaison linéaire des autres vecteurs.

— Méthode 37 N

e Pour montrer qu'une famille est libre, on écrit une combinaison linéaire nulle et on
montre que tous les coeflicients sont égaux a 0.

e Pour montrer qu’une famille est liée, on essaie d’exprimer un vecteur en fonction des
autres.

\ N /

Exemple 38. On se place dans .# (R, R). On considére les fonctions
forxzr—1 fi @ — cos(x) et fa 1 @+ cos(2x).

1. La famille (fy, f1, f2) est-elle libre ?
2. La famille (fy, fZ, f2) est-elle libre ?

Propriété 39

Soit F un K-espace vectoriel, F une famille de vecteurs de E et G une famille obtenue a
partir de F en enlevant éventuellement des vecteurs. Si F est libre alors G est libre.

2) Familles génératrices

— Définition 40 N

Soit £/ un K-espace vectoriel et F une famille de vecteurs de F. On dit que F est une

famille génératrice (de E) si E' = Vect(F).

Autrement dit, une famille (vy,vs,...,v,) de vecteurs de E est génératrice si, pour tout
p

vecteur v € B, il existe (A, Ag, ..., \,) € KP tel que v =Y A\puy.

k=1

. J

Exemple 41.
1. Déterminer une famille génératrice de Ry[X].
2. Déterminer une famille génératrice de #5(R).
3. Déterminer une famille génératrice de Fy = {(z;y;2) € R® | z — 2y + 32 = 0}.

Remarque 42. Par définition, une famille de vecteurs F est génératrice de ’espace vectoriel
Vect(F).



—

Propriété 43 ]

Soit ' un K-espace vectoriel, F une famille de E' et G une famille obtenue a partir de F en
ajoutant éventuellement des vecteurs. Si F est génératrice alors G est génératrice.

3) Bases

Définition 44

Soit F un K-espace vectoriel. On dit qu’une famille de vecteurs F de E est une base de F
si F est a la fois libre et génératrice de E.

Exemple 45.
1. Déterminer une base Ry[X].
2. Déterminer une base M (R).

3. Déterminer une base de Fy = {(z;y;2) € R® | z — 2y + 3z = 0}.

Théoréme 46

Soit £ un K-espace vectoriel et F une famille de vecteurs de E. Alors, F est une base de
si et seulement si tout vecteur de E s’écrit de maniere unique comme combinaison linéaire
des vecteurs de F.

Autrement dit, une famille (vq, vo, ..., v,) de vecteurs de E est une base de E si et seulement
si, pour tout vecteur v de E, il existe un unique p-uplet (A1, A, ..., Ap) € K? tel que

p
V= Z )\kvk.
k=1

Exemple 47. La famille (1, X, X2, X3) est une base de R3[X] car, par théoréme, tout polynéme
de degré inférieur ou égal a 3 s’écrit de maniére unique sous la forme aX?3 + bX?2 + cX + d avec
(a,b,c,d) € R* c’est-a-dire comme combinaison linéaire de 1, X, X? et X3.

V. — Espaces vectoriels de dimension finie

1) Définition

Définition 48

On dit qu'un K-espace vectoriel £ est de dimension finie s’il admet une base (finie) ou
sl est réduit & {Og}.

Exemple 49. Les espaces Ry[X], My(R) et F} sont des espaces de dimension finie. En revanche,
les espaces R[X] et .# (R, R) ne sont pas de dimension finie.



Théoréme et définition 50

Soit £ un K-espace vectoriel E de dimension finie. Si F # {0g} alors toutes les bases de F
ont le méme cardinal. Ce nombre est appelé la dimension de E. On le note dim(E).
Si £ = {0g}, on convient que dim(E) = 0.

2) Exemples a connaitre

Exemple 51. Soit n € N*. La famille ((1,0,...,0), (0, 1,0,...0), ..., (0,0, ..., 1)) est une base de
K™ appelée la base canonique de K". On en déduit que dim(K™) = n.

Exemple 52. Soit n € N. La famille (1, X, X?,..., X") est une base de R,,[X] appelée la base
canonique de R,[X]. On en déduit que dim(R,,[X]) =n + 1.

Exemple 53. Soit n et m deux entiers naturels. Pour tout (i;7) € [1,n] x [1,m], on définit la
matrice élémentaire F; ; comme la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient
d’indices i et j qui vaut 1 :

‘eme

J

colonne
00 -0 -0
00 ---0 ---0

e I DI
ligne

00 ---0 --- 0

La famille (Ey 1, Er o, ..., Ent, Eovy ooy Eony ooy By ooy By ) est une base de 4, ,,,(K) appe-
lée base canonique de A4, ,,(K). On en déduit que dim (.4, ,,(K)) = n x m.

Remarque 54. Les espaces vectoriels de dimension 1 sont les droites vectorielles et les espaces
vectoriels de dimension 2 sont les plans vectoriels.

3) Liens entre dimension, famille libre et famille génératrice
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Propriété 55

Soit F un K-espace vectoriel de dimension n et F une famille de p vecteurs de E.
1. Si F est libre alors p < n.
2. Si F est génératrice alors p > n.

3. Si p=n alors il y a équivalente entre
e F est libre o F est génératrice e F est une base.

Remarque 56. Soit E un espace vectoriel de dimension n.
1. Une famille de p vecteurs avec p > n est liée et une famille de p vecteurs avec p < n n’est
pas génératrice.
2. Pour montrer qu’une famille de n vecteurs de E est une base, il suffit de montrer qu’elle
est libre ou qu’elle est génératrice.



Exemple 57.
1. Justifier que By = (X2 + X +1, X2 - X +1, X2+ X — 1) est une base de Ry[X].
2. Justifier que By = ((1,1),(1,0)) est une base de R

4) Dimension d’un sous-espace

Propriété 58

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace vectoriel de E.
1. F est un espace vectoriel de dimension finie et dim(F') < dim(E).
2. Si dim(F) = dim(F) alors F' = E.

VI. — Représentation matricielle et rang d’une famille
de vecteurs

1) Représentation matricielle d’une famille de vecteurs dans une base

On considere un K-espace vectoriel E de dimension finie n et on note B = (e, ea, ..., €,) une
base de E.
Par théoreme, tout vecteur v de E peut s’écrire de maniere unique sous la forme

V= Aep + Aea + -+ e,

— Définition 59 N

Avec les notations précédentes,

1. Les scalaires A\, Ao, ..., A, sont appelés les coordonnées de v dans la base B.
A1
A2 .

2. la matrice colonne | . | est appelé la matrice des coordonnées v dans la base
An

B et on la note Matg(v).
3. Si F = (v1, v, ...,v,) est une famille de p vecteurs de E, on appelle matrice de F

dans la base B et on note Matg(F) la matrice de ., ,(K) telle que, pour tout
J € [1,p], la j-éme colonne de Matg(F) est égale a la matrice colonne Matp(v;).

. J

Exemple 60.

1. Déterminer la matrice de la famille 7} = (X? 4+ 4X — 1, X + 1) dans la base canonique
Bean de Ry[X] puis dans la base By de 'exemple 57.

2. Déterminer la matrice de la famille 7, = ((—1,3), (7, —2)) dans la base canonique Beay
de R? puis dans la base By de 'exemple 57.



2) Rang d’une famille de vecteurs

Définition 61

Soit E un espace de dimension finie et F une famille de vecteurs de F. On appelle rang de
F et on note rg(F) la dimension de Vect(F).

Remarque 62. Si la famille F est libre alors c¢’est une base de Vect(F) donc rg(F) = Card(F).

Théoréme 63

Soit F un espace vectoriel de dimension finie, F une famille de vecteurs de E et B une base
de E. Alors,

rg(F) = rg(Matp(F)).

Remarque 64. Autrement dit, la dimension de 'espace engendré par une famille de vecteurs est
égale aux nombres de pivots de la matrice de cette famille dans n’importe quelle base de F.

Exemple 65. Déterminer de deux fagons différentes le rang de la famille de Ry[X] :

F=X*-X+1,2X*+ X +2,(X +1)3X)

Propriété 66

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et F = (vy, va, ..., v,) une famille de vecteurs
de E.

1. F est libre si et seulement si rg(F) = p;
2. F est génératrice si et seulement si rg(F) = dim(F)

3. F est une base si et seulement si rg(F) = p = dim(E).

Exemple 67. Démontrer que, quels que soient les éléments a, b, ¢, d, e et f de K, la famille
((1,a,b,¢),(0,2,d,e),(0,0,3, f),(0,0,0,4)) est une base de K*.

VII. — Exercices

Exercice 1. Dans chacun des cas suivants, montrer que F; est un sous-espace vectoriel de E.
1. E=R3 Fy={(z;y;2) e R? |z + 2y =0}

E=R} F,={(z;y;2) eR® |z +y+32=0}

E=R} Fy={(z;y;2) eR® |z +2y=0et z+y+32=0}

E=R[X], F,={P eR[X] | P(1) =0}

E=,R), Fs={M € #,(R) | AM = MA} ou A € #,(R)

E=FRR), Fs={f € E| [ est dérivable}

S vk W



Exercice 2. Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R? ?
1. A={(z;y) e R? | z < 0}.
2. B={(z;y) €e R* | zy = 0}.
3. C={(z;y) eR?* |z =vy}.
4. D={(z;y) eR? |z +y=1}.

Exercice 3. Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de £ = .% (R, R)?
1. A={f € Z(R,R) | f est monotone sur R}.
2. B={fe ZR,R)| f(0)=0}.
3. C={feZRR)| xR, f(x)=0}.
4 (R, R)

. D={fe FR,R)| f est impaire}.

Exercice 4. On considéere les ensembles
F={(r;y;2) eR*|x+y—2=0} et G={(a—bj;a+b;a—3b)|(a;b) € R*}.
1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3.
2. Déterminer FFNG.

Exercice 5. On considere les vecteurs u = (—4;4;3), v = (=3;2;1), s = (=1;2;2) et
= (=1;6;7) de R3. Montrer que Vect(u,v) = Vect(s,1).

Exercice 6. On considére les vecteurs u = (1;1;1) et v = (1;0;—1) de R3. Montrer que
Vect(u,v) = {(2a;a +b;2b) | (a;b) € R*}.

Exercice 7. Les familles de vecteurs de R3? suivantes sont-elles libres ?

1. Fi = (v1,v9) avec v; = (1;051) et vy = (1;2;2).

2. Fy = (v1,v2,v3) avec vy = (1;0;0), vo = (1;1;0) et v3 = (1;1;1).
3. F3 = (v1,v9,v3) avec vy = (1;2;1), vy = (2;1;—1) et v3 = (1;—-1;-2).
4. Fy = (v1,v9,v3) avec v; = (1;—1;1), v9 = (2;—-1;3) et v3 = (—1;1;—1).

(R,

Exercice 8. Dans .# (R, R), on consideére :

f1 = cos fo: x —> xcos(x) f3 =sin et fa:x —> xsin(x).
La famille (f1, fa, f3, fa) est-elle libre ?

Exercice 9. Soit F un K-espace vectoriel et (u, v, w) une famille libre de E. On pose e = v+ w,
f=u+twet g=u+o.

Montrer que (e, f, g) est une famille libre de FE.
Exercice 10. Soit F = {(z,y,2,t) € R* | —x + 2y + 32 —t = 0}.

1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R*,

2. Déterminer une famille génératrice de F.

Exercice 11. On considére e; = (1;1;1), es = (1;1;0) et e3 = (0;1;1). Montrer que
B = (ey, e, e3) est une base R3.



Exercice 12. Soit F = {(z;y;2) ER® |2z +y+2=0¢et 4z +y = 0}.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R3.

2. Déterminer une base de F'.
Exercice 13. Dans .#5(R), on considere les quatre matrices :
10 10 11 11
=o) =g =) 2=()
1. Montrer que (A, B,C, D) est une base de .#5(R).

2. Bcrire la matrice M = (2

. 3> comme combinaison linéaire de (A, B, C, D).

Exercice 14. On considere les polynémes de R[X] suivants :
Py(X) =1, P(X)=X+2, Py(X)=X?*+4X — 3, Py(X) =X +6X* - X.

1. Montrer que la famille (Fy, Pi, P5, P3) est libre.

2. Rappeler la dimension de R3[X]. Que peut-on en déduire ?
3. Déterminer Vect(Fy, Pi, P, P3).
4

. Quelles sont les coordonnées du polynéome @Q = X3 + X2 4+ X + 1 dans les bases
B = (]_,X,X27X3) et C = (P07P1,P2,P3) de Rg[X] ?

Exercice 15. Soit S3(R) 'ensemble des matrices symétriques de .#3(R), c’est-a-dire I'ensemble
des matrices A € #3(R) telles que ‘A = A.

1. Montrer que S3(R) est un sous-espace vectoriel de .Z3(R).
2. Déterminer dim(S3(R)).

Exercice 16. On consideére 'ensemble
E={fc ZRR)|3(a;b;c) €R? Vz € R f(z) = (ax® + bz + ¢) cos(z)}.

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de .# (R, R).

2. Déterminer une base de E et en déduire la dimension de E.

Exercice 17. Dans .#,(R), on considere les deux ensembles suivants :

F= { (CC” Z) € M(R)

. (10 (01 (21
s (1) (0 Yo (1)

Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de .#5(R).

a—i—dzO} et G = Vect(A, B, C)

Déterminer une famille génératrice de F'.
En déduire une base de F' puis sa dimension.

La famille (A, B, C') est-elle libre ? En déduire une base de GG, ainsi que sa dimension.

SR ol

a. Justifier que A, B et C sont des éléments de F'.
b. En déduire que G C F.
6. Démontrer que G = F.



Exercice 18. Dans R;3[X], pour tout réel o, on considere F, = {P € R3[X] | P(«) = 0}.
1. Soit @ € R. Démontrer que F,, est un sous-espace vectoriel de R3[X].
2. Déterminer la dimension du sous-espace G = F} N 5.
3. On pose H = {(X? - 3X +2)Q(X) | Q € R, [X]}.
Démontrer que H est un sous-espace vectoriel de R3[X] et en déterminer la dimension.

4. Démontrer que G = H.

Exercice 19. Dans R*, on considére, d’une part, les vecteurs
u=(1,0,1,0) v=(0,1,—1,0) et w=(1,1,1,1)
et, d’autre part, les vecteurs
x=(0,0,1,0) et y=(1,1,0,-1).

On pose F' = Vect(u,v,w) et G = Vect(x,y).
1. Déterminer les dimensions de F' et de G.
2. On pose H = FNG.
a. Justifier que dim(H) € {0,1,2}.
b. Montrer que si dim(H) = 2 alors x € F' et aboutir a un contradiction.
c. Montrer que si dim(H) = 0 alors (u, v, w, z,y) est libre et aboutir & une contradiction.

d. En déduire la dimension de H.

Exercice 20. Dans R3[X], on considére les polynémes
P=X’+1 P=X+X P=X’+X* e P=X

On pose B = (P, Py, P, Py).
1. Ecrire la matrice A de B dans la base canonique de Rs[X].
2. Montrer que B est une base de R3[X].
3. Ecrire la matrice B de (1, X, X2, X?) dans la base B.
4. Calculer AB. Qu’en déduit-on ?

Exercice 21. Dans R?*, déterminer le rang des familles de vecteurs suivantes :
1. (u,v,w) avec u= (1,1,1,1), v =(1,—-1,1,—1) et w = (1,0,1,1).
2. (u,v,w,z) avec u=(1,1,0,1), v = (1,-1,1,0), w = (2,0,1,1) et z = (0,2, —1, 1).

Exercice 22.
1. Soit P € R[X]. Montrer que si, pour tout réel z, P(e*) = 0 alors P est le polynéme nul.

2. Pour tout £ € N, on note f;, :  — . Déduire de la question précédente que, pour
tout n € N, la famille (fo, fi, ..., fn) est une famille libre de .%# (R, R).

3. Conclure que . (R, R) n’est pas de dimension finie.
Exercice 23. Soit F un K-espace vectoriel de dimension n et B = (ey, €q, ..., €,) une base de FE.

Pour tout 7 € [1,n], on pose f; =e; +ea+ -+ +e;.
Montrer que B’ = (f1, f2, ..., fn) est une base de E.

Exercice 24. Soit ' un K-espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels de £. Montrer
que F'U G est un espace vectoriel si et seulement si FF C G ou G C F.



