TB1 novembre 2023

Feuille de calcul n°6 — Equations et inéquations du second degré

Exercice 1. Résoudre dans R les équations suivantes d’inconnue .

(B): —2°+32r=0 (By): —2°+6=0 (E3): 2>+ 62 +9=0
2z
(By):z(z+1)=ax+4 (Es) : v = 327 (Eﬁ):m2+1:1
Solution.

(By) <= 2(—2x+3)=0<=2=00u —2+3=0<=ax=00uz=3

donc |I’ensemble des solutions de (Ey) est {0;3}|.

(By) < 62—962:O<:>(\/6—x)(\/6+x):0<:>\/é—x:00u\/6+x:0
<:>x:\/60ux:—\/6

donc |’ensemble des solutions de (Ey) est {—v/6;/6}|.

(B3) = 2" +2x12x3+3=0<= (z+3)°=0<=2+3=0<= 1= -3

donc |I’ensemble des solutions de (E3) est {3} |

(By) =2 +r=20+4<=2"-22=0&(2-2)(z+2)=02—-2=00uz+2=0
< zr=2o0ux=—-2

donc |'ensemble des solutions de (Ey) est {—2;2}|.

1
(E5)<:>x(1—3:1c):0<:>x:()ou1—3x:0<:>a::00ux:§

donc |['ensemble des solutions de (Es) est {0; 5}

Pour tout réel z, 22 + 1 # 0 donc

(Bg) = 2r=2"+1<=2" - 21+ 1=0<= (v - 1)1 =0<=2-1=0+=0=1

donc |I'ensemble des solutions des (Eg) est {1} |




Exercice 2. Résoudre dans R les équations suivantes d’inconnue .

(By):2*+24+4=0 (BEy):a* +4x—12=0
(B3):2® +4r =5 (Ey) : 30* — 11z +8 = 0.
Solution.
Le discriminant de 22 + 2 +4 est A = 1> =4 x 1 x4 = —15 < 0. On en déduit que

I’ensemble des solutions de (E;) est & |.

Le discriminant de 2% 4+ 4x — 12 est 4> — 4 x 1 x (—=12) = 64 > 0 donc (E;) possede deux
solutions réelles :
464 —4-38 —44+61  —4+8

o 2% 1 2 ¢ 2 2% 1 2

2

Ainsi, |’ensemble des solutions de (Es) est {—6;2}|.

(E3) est équivalente a 22442 —5 = 0. Le discriminant de 22 +4x—5 est A = 42—4x1x (=5) =
36 > 0 donc I’équation possede deux solutions

—4—-+/36 —4-6
I‘lz =

—44++36 —4+6
=—5 et ap= - -

= 1
2x1 2 2x1 2

Ainsi, |’ensemble des solutions de (E3) est {—5;1}|.

Le discriminant de 3z% — 11z + 8 est (—11)*> —4 x 3 x 8 = 25 > 0 donc (E,) possede deux

solutions réelles :
—(=11) — v/25 11-5 —(—=11)++v25 1145 8
= =1 et To = = = —

2x3 6 2x3 6 3

T =

Ainsi, | 'ensemble des solutions de (Ey) est {1;3

Exercice 3. Résoudre dans R les équations suivantes d’inconnue z.

(B1): 9224+ 624+ 1=0 (By):2® =55 +6=0
(B3) : 52® 4+ 24x +19 =0 (By):2* =322 +2=0.

Solution.

1
(E1)<:>(3$)2+2><(Bx)><1+12:O<:>(3x+1)2:0<:>333+1:0<:>$:—§

Ainsi, |'ensemble des solutions de (E) est {—3

Le discriminant de 2% — 5z + 6 est A = (=5)> =4 x 1 x 6 = 1 > 0 donc (E,) posséde deux
solutions réelles :

—(-5)—v1 5-1

(=5)+ V1 _5+1
2x%x1 2 n a

2x1 2

=2 et Ty = — 3

xr =

Ainsi, |I’ensemble des solutions de (Es) est {2;3}|.




Le discriminant de 52 + 24z + 19 est A = 24? — 4 x 5 x 19 = 196 > 0 donc (E3) posséde
deux solutions réelles :

24— V196  -24-14 19

xr =

. 244+ 196 —24+ 14
e x o P f—
2% 5 10 5 2 2% 5 10

Ainsi, | ensemble des solutions de (Fj3) est {—%; —1}|

—1

Posons X = z? de sorte que (Ey) se réécrit X? —3X +2 = 0. Le discriminant de X% —3X +2
est A =(-3)2—4x1x2=12>0 donc I'équation X? —3X + 2 = 0 possede deux solutions
réelles :

—(-3)—-v1 3-1 C—(=3)+v1 341

_ _1 X, —
2% 1 2 et 2 2% 1 2

X1: 2

Ainsi
(B) <= z2’=loua?=2—= Va2 =1lou Va2 =2 < |z]=1ou |z| =2
—z=1louz=—-louzr=+v2ouz=—Vv2

Ainsi, |I'ensemble des solutions de (F3) est {—1;1;—v2;v/2}|.

Exercice 4. Etudier, en fonction de z, le signe des expressions suivantes.
1. A(x) =322 —br+1
2. B(z) = —4x +22*> -3
3. C(x) = %—i—x—i—l
4. D(z) = bax? —dx + 1
Solution.
1. Le discriminant de A(x) est A = (—=5)* —4 x 3 x 1 = 13 > 0 donc Iéquation A(z) =0
possede deux solutions réelles :
—(=5) =13 5—+/13 —(=5)++V13 5+ 13
= et To = - .
2x3 6 2%X6 6

T =

Comme a = 3 > 0, on conclut que| A(x) > 0 pour tout = € ] —00;

6 6

'5—\/1_3]U[5+\/ﬁ;+

|

et | A(z) < 0 pour tout x € [

5_m_5+m]
6 ’ 6 '

2. Le discriminant de B(x) = 22% —4x — 3 est A = (—4)? — 4 x 2 x (=3) =40 > 0 donc
I'équation B(z) = 0 possede deux solutions réelles :

—(—4)—V40 4-AX10 4-2Y10 2-+10
: _ —

SRV R 4 2
et
()4 VI0 4+ VEXT0 4+2/10 24410
Ty = = - - ’
2 x 2 4 4 2
2—+10 2++10
Comme a = 2 > 0, on conclut que| B(x) = 0 pour tout x € ] —00; 9 ] U +2 T

|

2 2

2—\/ﬁ.2+\/ﬁ]

et | B(x) < 0 pour tout x € [




3. Le discriminant de C(z) est A = 17 —4 x 1 x 1 = 0 donc I'équation C(z) = 0 posséde une

unique solution : xy = 5T~ —2et, comme a = % > 0,|pour tout réel z # —2, C(x) > 0|.
4
4. Le discriminant de D(x) est A = (=4)? =4 x 5 x 1 = —4 < 0 donc, comme a = 5 > 0,
pour tout réel z, D(x) > 0/|.

Exercice 5. Résoudre dans R les inéquations suivantes d’inconnue .

(By):2*—6x+9<0 (By):a* +x> -1
(B3): —22% - 32 +6<0 (Ey): T2° +6x < 1
(E5) :x(z+3)>x+2 (Eg):x—r—220

Solution.

Pour tout réel z, 22 —6x +9 =22 —2x 2 x3+3? = (z—3)> > 0 donc 22 — 62 +9 < O si et
seulement si 22 — 6z + 9 = 0 i.e. (x — 3)? =0 ce qui équivaut & = = 3.

Ainsi, |’ensemble des solutions de (Fy) est {3} |

(Ey) < 2> +x+120.Or, le discriminant de 2 + 2+ lest A=12—-4x1x1=-3<0
donc, comme a = 1 > 0, pour tout réel z, 22+ + 1 > 0.

Ainsi, |’ensemble des solutions de (Es) est R |.

Le discriminant de —22? — 3z + 6 est A = (=3)? — 4 x (—2) x 6 = 57 > 0 donc I'équation
—22% — 32 + 6 = 0 possede deux solutions réelles :

—(=3)— V57 _3-V57 _ —3+V57 (=3) + V57 _ 3+ V5T _ -3 V57

— — t — —
T (—2) | 4 T T () | 4
et, comme a = —2 < 0, on en déduit que —222 — 3w + 6 < 0 si et seulement si xz €

—3 — /57 —3 4+ Vo7
—00; — U ?H—oo .

‘—3—\/ﬁ] y [—3+ﬁ;+00[.

Ainsi, |’ensemble des solutions des (Ej3) est ] —00; 1 1

(E4) équivaut a 72% +6x — 1 < 0. Le discriminant de 722+ 6z —1est A = 62 —4x 7Tx (—1) =
64 > 0 donc I'équation 72?2 + 62 — 1 = 0 posseéde deux solutions réelles :

—6—-+v64 —6-—28 —-6+v64 —64+8 1
T = = =—1 et To = = ==
2% 7 14 2x7 14 7

[.

donc, comme a =7 > 0, 7T2? + 62 — 1 < 0 si et seulement si x € }—1;

3=

Ainsi, | ensemble des solutions de (Fy) est |—1;2]|

(E5) équivaut a x? + 3z — (v +2) > 0 i.e. 2%+ 2x — 2 > 0. Le discriminant de z? + 2z — 2 est
A=2?—4x1x(=2)=12> 0 donc I'équation 2> + 2z — 2 = 0 posseéde deux solutions réelles :

—2—412 =2—-/4x3 =2-2V3
VB _ 2o VIXE_2-23_ | e

e T 2 2




et

2412 24 VEX3 —2+23
_ 2+ V12 +;/T: +f:_1+\/§

R A 2

Comme a = 1 > 0, on en déduit que 22 + 22 — 2 > 0 si et seulement si x € }—oo;—l — \/§[u
[—1+V/3;+o0].
Ainsi, |ensemle des solutions de (Fs) est ]—oo ;—1— \/ﬁ[ U [—1 ++/3; —l—oo[ .

Commengons par remarquer que (FEg) a un sens si et seulement si x > 0. Ensuite, pour x > 0,
on pose X = \/z de sorte que (Ej) se réécrit X2 — X —2 > 0.

Le discriminant de X? — X — 2 est A = (=1)2 =4 x 1 x (=2) = 9 > 0 donc I'équation
X? — X — 2 =0 posséde deux solutions réelles :

_(_1)_\/9_1—3:_1 o ng_(_1)+\/§:1+3:

= 2
2x1 2 2x1 2

X =

donc, comme a =1 > 0, X? — X —2 > 0 si et seulement si X € |—o0o0;—1] U [2;+o00l. Il s’ensuit
que
(Bg) = V< —-louyor>2<=a22>4

car /z > 0.

On conclut que |I’ensemble des solutions de (Fg) est [4;+o00]|.




